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PARTEA ÎNTII . 
CELE MAI SIMPLE FIGURI GEOMETRICE 


1. INTRODUCERE 


În clasa a V-a, şi chiar în clasele anterioare, aţi făcut cunoștință 
cu o serie de noţiuni şi rezultate din geometrie). 

Anul acesta, vom începe un studiu mai sistematic al geometriei. 
Vom studia o parte din geometria în plan”, deci vom studia proprie- 
tăţi ale figurilor dintr-un plan dat, fixat. 

Planul, este o noţiune „abstractă“, despre care ne facem o idee 
apropiată de cea exactă privind, de exemplu, suprafaţa unei mese, 
placa de sticlă de la fereastră, o foaie netedă de hirtie (caiet), o pagină 
de carte şi închipuindu-ne că toate acestea sint prelungite la nesfirşit, 
„în toate părţile“. În plus, vom considera că el nu are grosime. 

Geometria, ca orice disciplină matematică, îşi stabileşte adevă- 
rurile pe calea judecății, raţionamentului, şi nu pe calea experienţei, 

nainte de a învăţa cum se folosește judecata în geometria plană, 
să facem cunoștință cu elementele ei de bază, cele mai simple, cu 
convențiile lor de desen și notație. 


2. PUNCTE ȘI DREPTE 


Punctul” este, de asemenea, o noţiune „abstractă“, ni-l imaginăm, 
spre exemplu, ca urma lăsată pe hirtie de apăsarea virtului unui 
creion bine ascuţit, ca inţepătura unui virt de ac. Îl reprezentăm în 
desen, spre exemplu, ca în figura 1 şi îl notăm cu o literă mare de 


XA Fie. 


tipar, spre exemplu: A. Se pot folosi și alte litere: B, C, DD... 
M, N, P ete. Uneori literei i se ataşează un accent sau mai mult» 
accente, de exemplu, A” sau A” şi se citeşte „A prim“ sau „A secund“, 
sau i se atașează un indice (număr natural), de exemplu A, A, sau 
A, și' se citeşte „A indice unu“ (sau — mai pe scurt — „A unu“), 
„A indice doi“ (sau „A doi“) ete. Cu ajutorul unei astfel de notații 
întrebuințăm mai puţine litere din alfabet. În plus, vom considera 
că punctul nu are nici o dimensiune. 

S-a convenit ca o mulţime de puncte să se numească figură geo- 
metrică, deci punctul din desenul de mai sus este și el o figură geome- 
trică (o mulțime cu un singur element). 


1 Cuvintul „geometrie“ ete compus din două cuvinte pro venite din limba 
greacă: ge = pămint şi metron = măsură. 

2 Cuvintul „plan“ vine din limba latină: planus = neted. 

3 Cuvîntul „pune“ vine din limba latină: punctum = înţepătură, 


În figura 2, punctele A şi B ocupă locuri diferite în planul paginii 
de hirtie. S-a convenit câ astfel de puncte să se numească puncte 
diferite sau puncte distincte şi să se noteze această situaţie geome- 
trică: A 7 B. Citim: punctul A este diferit de punctul B sau punctele 
A şi B sînt distincte. (Evident, dacă A 7 B, vom înţelege că şi B7 A). 
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Fig. 3 

În figura 3, punctele A și B ocupă acelaşi loc în planul paginii 
de hirtie. S-a convenit ca astfel de puncte să fie numite puncte iden- 
tice sau puncte confundate. Tot prin convenţie, notăm această situa- 
ție geometrică: A = B şi citim: punctele A şi B sint puncte identice, 
sau puncte confundate, sau încă punctele A şi B „coincid“. (Evident, 
dacă A = B, vom înţelege că şi B = A.) De fapt, este vorba despre 
unul şi acelaşi punct; motiv pentru care folosim o singură notație 
pentru „astfel de puncte“, de exemplu, numai litera A. 

Dreapta ne-o imaginăm, spre exemplu, ca pe un fir de aţă foarte 
subţire şi foarte bine întins. O reprezentăm în desen, spre exemplu, 
ca în figura 4 şi o notăm uneori cu o singură literă mică, de exem- 
plu una din literele: a, b, c, d,... ete. (Ca şi în cazul notaţiei punctului, 
literei cu care notăm dreapta i se poate ataşa un accent sau un indice, 
de exemplu: a! şi citim „a prim“, sau a, şi citim „a indice unu“ (sau 
„a unu“).) O gindim prelungită la nesfirşit în ambele părţi (sensuri) 
şi o desenăm cu ajutorul unui instrument numit „riglă“; dreapta 
nu are lăţime sau grosime. i 
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„În figura 5, punctul A „se află pe dreapta a“, scriem Aa 
şi citim: punctul A aparine dreptei a; punctul B nu „se află pe dreapta 
a“, scriem B € a şi citim: punctul B nu aparţine dreptei a. Despre 
punctul B se mai obișnuiește să se spună că: punctul B este „exterior“ 

“dreptei a sau „în exteriorul“ dreptei a. 

Dacă se dau două puncte distincte (diferite), A și B, deci dacă 
A 7 B, atunci putem desena o singură dreaptă care să treacă prin 
punctele A şi B. 

„„În figura 6 am ilustrat grafic această situaţie. Mai spunem: 
două puncte distincte determină o singură dreaptă. S-a convenit ca 
această dreaptă să se noteze AB. 

i za PI sală, i 

A 5 £. ZA 5 D E Fig. 7 

Dreptei AB îi mai aparţin și alte puncte, de exemplu D sau E; 
scriem De AB, E AB şi putem desena ca în figura 7. 


Cuvintul „riglă“ vine din limba latină: regula = linie dreaptă, măsură. 


Spunem că punctele ce aparţin unei drepte, ca de exemplu punc- 
tele A, B, D, E din ligura 7 sint puncte colineare (adică aparţin ace- 
leiaşi drepte). Mulțimea punctelor care aparţin dreptei AB formează 
o mulțime de puncte colineare. Dreptele: AB, AE, DB sau BE au 
aceleaşi puncte, din care motiv s-a convenit să se numească drepte 
identice sau drepte confundate. De fapt, este vorba despre una şi 
aceeași dreaptă, de aceea pentru „toate“ folosim o singură notație, 
de exemplu: AB. 
bă Dacă punctul F nu aparţine dreptei AB (F e AB), spunem că 
punctele A, B, F sint puncte necolineare și putem desena aceasta 
ca în figura 8. 


6 
x 
Ir) 
a i 
A 8 ATS 
*F fiz. e AS sai 


Mai putem desena și alte puncte „exterioare“ dreptei AB, ca 
în figura 9. Scriem Fe AB, Ge AB, He AB. 

Spunem, în acest caz, că mulţimea punctelor A, B, F, G, H este 
o mulțime de puncte necolineare (nu aparţin toate aceleiaşi drepte). 

În figura 10, dreapta AB şi dreapta BF au un singur punct 
comun (punctul B). S-a convenit ca astfel de drepte să senumească 
drepte concurente! şi să se noteze BA N BF = (B), punindu-se în 
evidenţă astfel „punctul lor de concurenţă, B“. Se observă că, în 
desenul de mai sus, pe dreapta AB nu este fixat locul în care se găseşte 
punctul A, iar pe dreapta BF nu este fixat locul lui F. În această 
situaţie trebuie să înţelegem că A poate fi oriunde pe dreapta AB 
(A 4 B), iar F oriunde pe dreapta BF (B7 F), pentru că despre 
dreptele AB și BF tot concurente vom spune că sint. 

Obişnuim să spunem că dreapta BA și dreapta BF sînt concurente 
în punctul B, sau: dreapta BA şi dreapta BF se intersectează în punc- 
tul B. 7 5 


Fig. 11 
Fig. 10 
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În cazul în care notăm dreapta AB cu a şi dreapta BF cu d, situaţia 
geometrică de mai sus se desenează și se notează ca în figura 11. 

Pentru această situaţie geometrică scriem: a N b = (B) şi citim: 
dreptele a şi b sînt concurente în punctul B sau dreptele a şi b se inter- 
seclează în punctul B sau dreapta a este concurentă cu dreapta b în 
punctul B. 


„Cuvintul „concurente“ este compus din două cuvinte provenite din limba 
latină: con = împreună şi currere = a fugi, a alerga. 


Punctul B mai poate aparţine şi altor drepte, diferite de a şi d, 
de exemplu dreptelor c și d (ca în figura 12). 

Despre toate aceste drepte, adică despre dreptele a, b, c, d spu- 
mem că sint concurente în acelaşi punct B (sau că: dreptele a, b, c, 
d, sînt concurente într-un singur punct, B, sau dreptele a, b, c, d se 
intersectează într-un punct B). 

b 


Fig. 12 


În figura 13, dreptele a și b sint concurente în punctul C, drep- 
tele b şi c concurente în A, iar c şi a concurente în B. Despre drepte 
a, b, c spunem, în acest caz, că sînt concurente donă cite două. 


Observaţie. În unele manuale punctul este reprezentat în desen printr-un 
„punct ortografic“, Noi am adoptat în acest manval reprezentarea din figura 1 
(pug. 3), interpretind că, de fapt, punctul poate fi considerat „locul de intersecţie 
a două drepte“, 


e 1. Intrebări și exerciţii 


Stabiliţi care dintre următoarele propoziţii sint adevărate şi care sint false: 
1. Un punct este: a) un număr; b) o mulțime de numere; c) o figură geo- 
metrică, 
2. O dreaptă este: a) o mulțime; b) o mulţime de puncte; c) o mulțime de 
puncte colineare; d) o figură geometrică, 
3. Notaţia A = B (sau a =) exprimă că: două puncte (sau două drepte) 
sint: a) egalo; b) diferite; c) identice. 
4. Notaţiile: A = B şi B = C exprimă că punctele A, B, C sint: a) numai 
două dintre ele identice; b) toate trei identice, 
5. Notaţiile: A 4 B și B x C exprimă că punctele A, B, C sint: a) diferite 
două cite două; b) numai două dintre ele diferite; c) identice. 
6. Notaţiile: A 4 B, BAC şi Ci A exprimă că punctele A, B,C sint: 
d) numai două dintre ele diferite; b) diferite două clte două; c) identice. 
7. Nbtaţiile a = d şi b = c exprimă că dreptele a,b, c sint: a) numui două 
dintre ele identice; b) toate trei identice. 
8. Notaţiile a 4 b şi b + c exprimă că dreptele a,b, c sint: a) diferite două 
cite două; b) numai două dintre ele diferite; c) identice. 
9, Notaţiile a zi b,b şt c și c st a exprimă că dreptele a,b, c sint: a) numai 
două dintre ele diferite; b) diferite două cite două; c) identic 
10. Notaţia A € a exprimă că: a) punctul A aparține dreptei 
nu aparţine dreptei a; c) dreapta a aparţine punctului A. 
11. Notaţiaa Nd = (4) exprimă că:a) A Ea şi 4 eb;b)AeaşiAcb; 
o) AEași A€EB. 
12. Notaţia AB N CD = (B) exprimă că dreptele AB și CD: a) sint concu- 
rente; b) au un singur punct comun; c) au mai multe puncte comune; d) nu au 
puncte comune. ăi 


; b) punctul A 
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13. Notaţiile ad = (A) şi b Ne = (A) exprimă că dreptele a, d, e, diferite 
două cite două: a) sint concurente în acelaşi punct; b) sint concurente două cite 
două; e) au un punct comun. 

14. Notaţiile aNb=(4),bNc=(B) şi A B exprimă că dreptele a, 
b, e, diferite două cite două: a) sint concurente două cite două; b) nu au un punct 
comun; c) nu sint concurente în același punct. 

15. Notaţiile aN5=(C), bBhe=f(4), cna=(B)și Ar B, BAC, 
C 7 A exprimă că dreptele a, b, e: a) sint concurente două cite două; b) nu au nici 
un punct comun; c) nu sint concurente în același punct. 

16. O sută de puncte, toate diferite intre ele, aparţin dreptei zy. Pe dreapta 2 
tă: a) încă un punct; b) încă zece puncte; c) oricit de multe puncte 
dorim; d) nici un alt punct. 

17. Printr-un punct trec: a) o singură dreaptă; b) numai două drepte dile- 
rite; c) oricit de multe drepte diferite. 

18. Prin două puncte diferite trec: a) o singură dreaptă; b) două drepte 
diferite; c) oricit de multe drepte diferite. 

19. Trei puncte, diferite două cite două, sint colineare dacă: a) sint diferite; 
b) sint pe aceeași dreaptă; c) sint pe două drepte diferite. 

? 20. Trei puncte, diferite două cite două, sint necolineare dacă există o dreaptă 
care să treacă: a) prin toate; b) numai prin două dintre ele. 

21. Două drepte diferite pot fi concurente: a) intr-un punct; b) în două 
puncte; c) în mai multe puncte. 

22. Folosind desenul din figura 14, cu notaţiile existente, scrieţi: 

a) Două punete care aparţin drep- 
tei a; 

b) Două puncte care nu aparțin 
dreptei b; 

c) Trei puncte colineare; 

d) Patru puncte necolineare, astfel 
incit oricare trei dintre ele să fie necoli- 
neare; Ş 

e) Patru puncte necolineare astfel“ Fig. 14 
încit trei dintre ele să fie colineare. 

23. Reproduceţi în caietele voastre figura 14 şi puneţi în evidenţă în desen: 

n) dreapta ED: b) dreapta EC; c) punctul F € b şi colinear cu punctele 
E și D; d) Punctul (HI) = CEN AD. 

24. A, B,C, D, E fiind puncte astfel încit oricare două dintre ele sint dife- 
vite, ilustraţi grafic: 

a) A, B, C, D colineare; b) A, B, C necolineare; c) A, B, C, D necolineare, 
astfel încit A, B, C colineare; d) A, B, C, D necolineare, astiel incit să nu existe 
trei colineare: e) AB N CD = (£); î) ABOCD = (B); p) ABNCD şi Be AD; 
h) AB N BC și De AC; i) ABN BC şi ACNBD=(E). 


3. SEMIDREPTE ŞI SEGMENTE 


Semidreapta. O semidreaptă se reprezintă în desen, spre exem- 
plu, ca în figura 15. Spre deosebire de o dreaptă, pe care o considerăm 
prelungită la nesfirşit în ambele părţi, semidreapta o considerăm 
prelungită la nesfirşit într-o singură parte și limitată în cealaltă parte. 
Punctul O se numește originea semidreptei. 


E e ee ia 15 eee Ana ee adie pipi 

Fiind date o dreaptă a şi un punct A € a, există două semi- 
drepte, şi nu mai multe, cu originile în A şi care să fie incluse în dreapta 
a (iig. 16). Orice punct al dreptei a, diferit de A, aparţine numai 
uneia dintre cele două semidrepte. 

Fiind date două puncte distincte, A şi B, să considerăm dreapta 
AB şi semidreapta inclusă în această dreaptă, cu originea în A, şi 
căreia îi aparţine punctul B (fig. 17). Această semidreaptă se notează 
cu [AB, dacă punctul A (originea semidreptei) aparţine semidreptei 
(deci A € [AB), iar dacă punctul A nu aparţine semidreptei, aceasta 
se notează cu (AB (deci A e (AB ). Prima se numește semidreaptă 
închisă, iar a doua, semidreaptă deschisă. Avind în vedere că toate 
punctele semidreptei [AB sint şi puncte ale dreptei AB (dreapta 
AB mai are şi alte puncte), convenim să spunem că semidreapta 
[AB este inclusă în dreapta AB şi să scriem [ABC AB sau — evident 
— (4ABc AB. 


RR Fig. FRF Fig. 1 
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În figura 18, semidreptele [AB şi [AC au aceleași punote. S-a 
convenit ca astfel de semidrepte să se numească identice, să se noteze 
aceasta [AB = [AC și să se citească: semidreapta [AB este identică 
cu semidreapta LAC. De fapt, este vorba despre una și aceeași semi- 
dreaptă, din care motiv întrebuinţăm numai una dintre notații — 
de exemplu [AB. Despre punctele B şi C, în acest caz, obișnuim să 
spunem că sînt de aceeași parte a punctului A. 

În cazul în care semidreptele nu au aceleaşi puncte, s-a convenit 
ca ele să se numească semidrepte distincte (diferite). De exemplu: 

a) în figura 19, semidreptele [DE și [DF (sau (DE şi (DP ) au 
aceeaşi origine, punctul D, sînt incluse în aceeași dreaptă, a, dar 
nu au aceleaşi puncte. Ele sint semidrepte distincte şi notăm aceasta: 
[DE 7 [DF (sau (DE 7 (DEF ). În acest caz, spunem că semidreptele 
distincte [DE şi [DF (sau (DE şi (DF ) sînt una în prelungirea celei- 
lalte, sau că o semidreaptă o prelungește pe cealaltă sau că sînt semi- 
drepte opuse, iar despre punctele £ şi F obişnuim să spunem că sint 
de o parte și de alta a punctului D; 


+ Sa 0 Pio 
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b) pe aceeași figură (fig. 19), semidreptele [FE şi [EF (sau (FE 
şi (EP) au origini diferite, sint incluse în aceeaşi dreaptă a, şi nu 
au aceleași puncte; ele sint tot semidrepte diferite [FE + [EF (sau 
(FE 7 (EF ), dar nu sint „semidrepte opuse“; 
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Fig. 21 


c) în figura 20, semidreptele (OM şi (OV au aceeaşi origine, 
sînt incluse în dreptele concurente a şi b (a N b=—40)), nu au nici 
un punct comun, deci sint tot semidrepte diferite. Şi în acest caz 
scriem (OM z (ON; 

d) în figura 21, semidreptele [S7 şi [UV au origini diferite, 
(S şi U), sint incluse în dreptele concurente ST şi UV (UV N S7=— 
= 10)) nu conţin aceleași puncte, deci ele sint semidrepte diferite 
[S7 4 [UV (semidreptele [S7 şi [UV au numai un singur punct 
comun și anume punctul 0). 

Segmentul. Considerăm două puncte distincte, A şi B(47 B) 
și dreapta AB, căreia, evident, ele îi aparţin (fig. 22). 


xE 
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Porțiunea din dreapta AB, situată între punctele A şi B, se 
numește segment. Un punct care se află pe dreapta AB, între A şi 
B, se mai numeşte punct interior segmentului. 

Segmentul pe care ni-l închipuim format numai din mulţimea 
punctelor sale interioare se numește segment deschis și se notează 
(AB). Punctele A şi B se numesc „capetele“ segmentului sau „extre- 
mităţile“?) lui. 

Segmentul conceput din mulţimea formată din capetele A şi B 
ale segmentului și din toate punctele sale interioare se numește seg- 
ment închis şi se notează [A B]. Se poate scrie [AB] — (AB) U (4 Bi. 

n figura 22, punctul C este un punct interior segmentului des- 
chis (AB) şi scriem C € (AB), deci el este punct interior și segmen- 
tului închis [AB] şi scriem CE[AB]; punctul D, care aparţine drep- 
tei AB, nu este punct interior segmentului [AB], deoarece nu este 
între A şi B, şi scriem D € [AB]; punctul E nu este punct interior 
segmentului, deoarece el nu aparţine dreptei AB şi scriem £ e [AB], 
capetele A şi B nu sint puncte interioare segmentului deschis, deci 
Ae (4B), Be (AB). Dacă segmentul este închis, atunci A E [AB] 
şi BELAB]. Convenim să numim segment nul segmentul (AB), 
în care A — B. Deci (44) = 2, [AA (4). 

Avind în vedere că toate punctele segmentului [AB] sînt puncte 
ale dreptei AB, spunem că segmentul [AB] este inclus, în dreapta 


: segmentum — parte tăiată. 


1 Cuvintul „segment“ vine din limba lati 
eziremus = care este la mar- 


2 Cuvintul „eztremitate“ vine din limba latin: 


gine. 
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AB și scriem: [AB] CAB. Pentru acelaşi motiv, segmentul [AB] 
este Pe în re dece [A B, dar şi în semidreapta [LBA, şi putem 
scrie: [AB] C[AB, dar şi [ABICIBA (fig. 23). 
(5 D 
Fig. 23 E E IE 773 ERIE Fig. 24 


B B 
Două segmente, [AB] şi [CD] (sau (48) şi (CD)), pot îi gin- 
dite ca fiind identice dacă conţin aceleași puncte interioare; scriem 
[AB] = [CD] (sau (AB) = (CD)) (fig. 24). De fapt, este vorba despre 
unul şi acelaşi segment, şi reținem o singură notație, de exemplu: 
[AB] (respectiv (48)). 


— + + + + 
A [:] c D Ai oa [Aia 
(AB) + (CD) (4'8) z (00%) 
a L-ă 
m 
LA Mm! y Fig. 25 
tal 
[că (P'a') + [M'N') 
(MN) + (PO) d 


£ 

Dacă segmentele [AB] și [CD], [A'B'] şi [C'D'), [MN] și LPOI, 

[M'N'] şi [P'Q'] nu conţin aceleaşi puncte interioare, convenim să le 

numim segmente diferite şi scriem aceasta astfel: [AB] + [CD], 

[A'B'] 7 (CDI; [MN] 7 (PQI; [M'N] 7 [P'Q'1. În figura 25 ilus- 
trăm gralic asemenea situaţii. 


O 2. Întrebări și exerciţii 

1, Folosind notaţiile din figura 26, stabiliţi care dintre următoarele propo- 
ziţii sint adevărate și care sint false: 

1)a) 4A€E BC; b)AeBC; c)Ac(4B; 
d) Ae(AB; e)AELAB; î) AelAB. 

2) Punctele B şi C sint de aceeași parte: 
a) a punctului A; b)a punetului F; c) a punc- 


tului D. 
3) Punctele B și P sint de o parte şi de alta 
Fig. 26 a punctului a) D; b) C; e) A. 
4) Punctul G se găseşte între: a) Dşi E; b) DşiC; c) Cşi E; d) Aşi F; 


e) B şi c. 

5) Semidreptele [BC şi [CF sint: a) diferite; b) identice; c) opuse. 

6) a [AB ga: b) [BCCa; c)[BOICO; d) [BCIZIBC; e)(CF]ca; 
DIGC C(GD; g) [FBCICA. 

2. Considerăm punctele A, B, C, D, E. Iustraţi grafic: 

a) B şi C de aceeaşi parte a punctului A; 

b) B şi C de o parte şi de alta a punctului A; 
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o) [AB=I[AC; d) [AB (AC; e) [BC (AC; D [ABINIDEI= (0); 

-8) IAEJ= CD]; 

h) [AB] ș [CD] şi au un punct interior comun E; 

i) LAB] 7 [CD] şi au mai multe puncte interioare comune; 

i) [AB] 7 [CD] şi nu au puncte interioare comune; 

k) [AB 7 [CD şi oricare trei dintre punctele A, B, C, D sint necolineare; 

(AB 7 (CD şi trei dintre puncte colineare. 

3. O mie de puncte, toate diferite intre ele, aparţin segmentului [A B]. Sta- 
biliţi care dintre următoarele propo; sint adevărate şi care sint false: Pe seg- 
mentul [AB] mai există: a) încă un punct; b) incă zece puncte; c) oricit de multe 
puncte dorim; d) nici un alt punct. 


4. SEMIPLANE 


Un semiplan este, de exemplu, partea hașurată din figura 27, 
adică acea parte a unui plan în care acesta este împărţit de o dreaptă 
oarecare a. Orice dreaptă împarte planul în două semiplane. Spunem 
că semiplanul este mărginit de dreapta a. Orice punct al planului, 
care nu aparţine dreptei a, se află numai în unul din cele două semi- 


plane. 8 
FI x 
P////1 3 
a Fig. 27 x x 
e Fie. 28 


Fiind date o dreaptă și două puncte, neaparţinind ei, spunem, 
după caz, sau că punctele se află în același semiplan determinat de 
dreaptă, sau că punctele sînt situate de o parte şi de alta a dreptei. 

În figura 28, punctele A şi B sint situate de aceeași parte a drep- 
tei a; la tel, punctele C şi D. Punctele A şi D sau A şi C sînt situate 
de o parte și de alta a dreptei a. 

S-a convenit ca notația unui semiplan să se facă cu ajutorul 
dreptei care mărginește semiplanul şi cu al unuia dintre punctele 
semiplanului. În cazul în care gindim semiplanul format din mul- 
țimea tuturor punctelor dreptei care mărginește semiplanul, impreună 
cu mulţimea tuturor punctelor semiplanului respectiv, el se numește 
semiplan închis, şi se notează, de exemplu, [dA, deci de [dA (fig. 29). 


În cazul în care gindim semiplanul format numai din mulţimea 
tuturor punctelor semiplanului respectiv, el se numește semiplan 
deschis şi se notează (dB, deci d € (dB (fig. 30). 
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Două semiplane sînt identite dacă au aceleaşi puncte. De exem- 
plu, în figura 31 scriem: [aA4 = [aB (sau (a4 = (aB). 

Dacă semiplanele nu au aceleași puncte, s-a convenit să se nu- 
mească semiplane diferite (distincte), aşa 'ca în figura 32 şi scriem 
[aA 2 [aB (respectiv (aA 7 (aB), sau, ca în figura 33: [a4 7 [bA 
(respectiv (a4 7 (PA). 


SA 


Fig. 31 


Fig. 33 


Cele două semiplane în_care este împărţit planul de o dreaptă 
se numesc semiplane opuse. În figura 32 sint reprezentate două semi- 
plane opuse: [a şi [aB. 


Q 3. Întrebări şi exerciţii 


1. Stabiliţi care dintre următoarele propoziţii sint adevărate și care sint 
false: Un semiplan este: a) o mulțime de puncte; b) mulţimea punctelor dintr-un 
plan dat; c) mulţimea punctelor dintr-un plan dat, mărginită de o dreaptă dată. 

Priviţi figura 34, şi, folosind notaţiile de acolo, stabiliţi care dintre urmă- 
toarele propoziţii sint adevărate şi care sint false. 
1) Punctele A şi B sint de aceeași parte 
a dreptei: a) CF; b) CE; c) a; d)b. 

2) Punctele B şi F sint de o parte şi de alta 
a dreptei: a) AC; b) DG; c) a; d)d; 

3) a) GelaE; b) Ge(aEf; c) De(a£; 
d) DelaE; e)AEIbB; I)BEOGF; g) FE(aD; 
k) FelaD. 

g 3. A, B.C,D fiind puncte şido dreaptă, 
ilusteaţi grafic situaţiile geometrice: a) dreapta AB = d şi CE[dD; b) dreapta 
AB = d şi Ce&ldD; c) dreapta CD = d şi A E[4B; d) dreapta CD = d şi AgidB. 


Fig. 34 


5. MĂSURA UNUI SEGMENT 


Dacă alegem un segment drept unitate de măsură, atunci ori- 
cărui alt segment îi corespunde un număr, numit măsura lungimii 
sale, care este raportul dintre lungimea acestui segment și lungimea 
segmentului luat ca unitate de măsură. Acest număr depinde deci 
de mărimea unităţii de măsură alese. Lungimea unui segment se 
poate determina cu aproximaţie, cu ajutorul riglei gradate și exprimă 
de cite ori lungimea segmentului măsurat este mai mare decit lun- 
gimea unităţii de măsură de pe riglă, cu care se compară. 
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Pentru segmentul din figura 35 spunem că lungimea lui este de 
- 3,6 cm sau că distanţa dintre punctele A şi B este de 3,6 cm. Aceasta 
inseamnă că lungimea segmentului [AB] este de 3,6 ori mai mare 
decit cea a unităţii cu care a fost măsurat (centimetrul). Numim 
distanța de la punctul A la punctul B lungimea segmentului [AB] 
și notăm această lungime: AB. Tot cu AB notăm și lungimea seg- 
mentului (AB). 

Faptul că am notat cu AB dreapta care trece prin punctele 
A, B (deci o mulţime de puncte) şi că tot cu AB notăm distanţa dintre 
punctele A şi B (deci un număr real) nu poate fi un motiv de con- 
fuzie, deoarece din contextul în care a fost folosită notația rezulţă 
dacă este vorba despre o figură geometrică sau despre un număr. 

Două segmente (ambzle închise sau ambale deschise) care au 
lungimile egale se numesc segmente congruentev. (S> folosește cuvintul 


A 8 


Fig. 35 Fig 


egal numai pentru segmente identice.) De exemplu: dacă segmentele 
[AB] şi [CDI au lungimile egale, deci dacă AB — CD, atunci seg- 
mentele [AB] şi [CD] sint congruente şi scriem [AB]=[CD) (și 
înțelegem că și [CD]=[AB)]) sau (AB) = (CD) (şi înţelegem că şi 
(CD) (48). 

În cazul în care segmentele [AB] şi [CD] nu au lungimile egale, 
deci dacă AB 7 CD, atunci ele nu sint congruente, şi scriem aceasta 
[AB]2 [CD], (şi înţelegem că și [CD] 2 [AB)). 

Faptul că două sau mai multe segmente sînt congruente, se 
poate ilustra grafic desenind segmentele şi scriind deasupra (sau 
dedesubt) numărul ce reprezintă 
lungimea lor comună, ca în figu- 


ra 3 Elsa FARA! pp 
Uneori este mai comod să 
insemnăm pe. desen cu cite o li- SR a 
niuţă (sau cu același număr de W A 
liniuţe) segmentele congruente,  Y—4 Aaa fe 
ca în figura 37. 
Vom înţeiege că: [EF]= “ 
(6); [RT] =(SP)S0UVI. si / 
[LUNI [WP]. Fig. 37 


1 Cuvintul „congrueni“ vine din limba latină: congruentia = potrivire, con- 
tormitate, acord. 
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6. CONSTRUCŢIA, CU AJUTORUL RIGLEI, A UNUI SEGMENT CONGRUENT 
CU UN SEGMENT DAT 


Vrem să desenăm pe semidreapta [OC un segment [OD], con- 
gruent cu un segment dat [AB] (desenat, fixat dinainte). 

În figura 38, segmentul [A B] este desenat alături de semidreapta 
[OC. 


Sea 


ÎI d 
[7] e. 


Fig. 38 


Fig. 39 


Putem proceda ca în figura 39: aşezăm rigla cu marginea ei 
pe direcţia segmentului [AB] şi cu zeroul riglei în dreptul punctului 
A, marcăm. cu creionul pe riglă un semn în dreptul punctului B; 
schimbăm apoi poziţia riglei astfel încit marginea ei să fie pe direcţia 
semidreptei [OC și cu zeroul riglei în dreptul punctului O, marcăm 
cu creionul pe semidreapta [OC, în dreptul semnului de pe riglă, 
un punct pe care-l notăm cu D. 

În acest fel, spunem că am construit (desenat) segmentul [0D] 
congruent cu segmentul dat ([AB]). Să reținem că această construcţie 
este o construcție aproximativă, erorile putindu-se datora grosimii 
virtului creionului şi subiectivităţii celui care a efectuat construcţia. 


7. OPERAŢII CU MĂSURI DE SEGMENTE 

Fiind numere, lungimile segmentelor se pot aduna (scădea) între 
ele, dacă măsurarea lor s-a făcut cu aceeași unitate de măsură. Există 
o situaţie geometrică ce conduce la adunarea (scăderea) lungimilor 
segmentelor. Dacă avem trei puncte A, B, C, diferite două cite două 
şi colineare, astfel incit B să fie între A şi C, atunci lungimea seg- 
mentului [AC] este egală cu suma lungimilor segmentelor [48] și 
[BC]. Scriem aceasta astfel: AC — AB + BC şi spunem că suma 
segmentelor [AB] şi [BC] este tot un segment (LAC]) a cărui lungime 
este egală cu suma lungimilor segmentelor [AB] şi [BC]. În acest 

“caz, [AC] se numeşte segmentul sumă (fig. 40). 
La fel AB = AC — BC sau BC = AC -— AB. 


iz 
A 8 G: 


În acest caz, segmentele [AB] sau [BC] se numesc segmente 
diferență, şi gîndim că diferența a două segmente este tot un segment, 
a cărui lungime este egală cu diferenţa lungimilor segmentelor date. 
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În cazul în care segmentele [AB] şi [CD] sint incluse în drepte 
diferite, ca în figura 41, pentru a le aduna, procedăm astfel: construim 
pe o semidreaptă [OE un segment [OF] congruent cu unul din cele 
două, de exemplu [OF]=[AB], apoi în prelungirea segmentului 
[OF], „aşezăm“ segmentul [FG]= [CD]. Se constată că 0G —0F + 
A+- FG. Segmentul [0G] este segmentul a cărui lungime este egală 
cu suma lungimilor segmentelor [AB] și [CD], adică 0C — AB + ED; 
segmentul [0G] este deci segmentul sumă (fig. 42). 


8 Dc 
i: 4 e manca 22) 
= fă 2 c d 
: o F e E 
Fiz. 41 ES E i) fi 
Segmentul sumă Fig. 42 


Segmentele închise, astfel construite pe semidreapta [OE£, sin 
unul în prelungirea celuilalt şi aşezate capăt la capăt. În cazul în 
care avem de însumat mai mult de două segmente diferite, procedeul 
este acelaşi: construim mai întii suma a două segmente, apoi seg- 
mentul sumă „il adunăm“ cu al treilea segment ș.a.m.d. Segmentele 
închise, care au fost în sumate au fost aşezate capăt la capăt şi unul 
în prelungirea celuilalt. 

Pentru a scădea segmentele [AB] şi [CD], incluse în drepte dife- 
rite (fig. 41), procedăm astfel: pe o semidreaptă [OP construim mai, 
intii un segment [OR] congruent cu cel mai mare dintre segmentele 
date; de exemplu [OA]= [CD], apoi, pe aceeași semidreaptă, con- 
Struim segmentul [RQl= [AB], punctul O fiind interior segmen- 
tului [OA]; deci 00 = OR — QR, adică 0Q = CD — AB, segmentul 
[OQ)] fiind segmentul diferență (ig. 43). 


Si 
EEE RESET 5 z, > 

„mentul Segmentul i 
diferență Fig. 43 diferență i Li 


Observaţie. Construcţia segmentului congruent cu segmentul 
[AB] putea îi făcută pe aceeaşi semidreaptă [OP, dar din punctul O, 
adică: desenăm segmentul [05] [AB], S fiind punct interior seg- 
mentului [OR]. În acest caz, „segmentul diferență“ este [SR], pentru 
că SR=OR-—0S (fig. 44). “ 

Oricum am executa construcţia, segmentele [0Q] şi [SR] sint 
eongruente. 
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Calculul aritmetice, pentru suma sau diferenţa a două sau mai 
multe lungimi de segmente, se face cu numere. Reamintim că opera- 
ţiile de adunare și scădere se fac cu numere rezultate din măsurări 
efectuate cu acesași „unitate de măsură“. 


8. MIJLOCUL UNUI SEGMENT 


Dacă punctele A, O, B, distincte două cite două, sînt colineare 
şi dacă lungimea AO este egală cu lungimea OB, deci dacă [A0]= 
= [OB], atunci punctul O se numeşte mijlocul segmentului [AB] (fig. 
45). Aşadar spunem că O este mijlocul segmentului [AB] dacă O € 
€ [AB] şi [A40]= [08]. 


ÎN pi Fig 45 
A 0 8 


De aici rezultă imediat că 40 =0B — 45. 


Pe orice segment există un punct interior care este mijlocul său 
și acesta este un punct unic. Cu ajutorul riglei gradate se poate deter- 
mina (aproximativ) mijlocul unui segment dat. 


e 4. Întrebări şi exerciţii 


1. Stabiliţi care dintre următoarele propoziţii sint adevărate şi 'care sint 
false, 

1) Lungimea unui segment este: a) un segment; b) o mulţime de: puncte; 
c) un număr. 

2) Două segmente sint congruente dacă: a) pot fi măsurate cu aceeaşi uni- 
tate de măsură; b) au aceeași lungime; c) sint părţi din aceeaşi dreaptă. 

3) Mijlocul unui segment este: a) un număr; b) o unitate de măsură; c) un 
punct. 

4). Un segment poate fi împărţit în două segmente congruente: a) printr-un 
punct și numai unul; b) prin două puncte; c) prin mai multe puncte. 

2. Folosind convențiile de desen şi notații, precizaţi care dintre segmen- 
tele din figura 46 sint congruente. 


Fig. 47 


3. Priviţi figura 47 şi stabiliţi care dintre egalităţi sint adevărate și care sint 
false: a) AB — AC — BC;b) AB = AB — BC; c) AB — AC — BD; d) AD = 
AB + BC + CD; e) AD = AB + BD; î) CD = AD — AB — BC: e) BC = 
BD — CD; h) BC — AD — AB —CD; i) AC= AB — BC; j) BC — AD — 
— AB + CD. 
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4. Să se construiască, cu ajutorul riglei gradate, segmentele: a) AB = 1,2 dm; 
b) CD = 7 cm; c) EF = 34 cm. 
5. Punctele A, B, C sint colineare şi distincte două cite două. În care dintre 
- următoarele situaţii segmentul [AB] poate fi considerat sumă sau diferenţă de 
Sim, CB Tom, AB = 9em; b)AC= 134 dm, CB = 
„8 dm. 
6. Punctele A, B, C fiind colineare şi distincte două cite două, calculaţi lun- 
gimea segmentului şi ilustrați grafic segmentul respectiv: 
a) [BC], ştiind că: AB=7cm, AC =9cm; 
b) [AC], ştiind că: AB = 9cm, BC = 3 cm. 
7. Să se calculeze şi să se ilustreze grafic cu segmentele respective: a) AB ++ 
+ CD; b) AB—CD; c) AB+CD + EF, ştiind că: AB = 7 cm; CD = 4 cm; 
EF = 2 cm. 
8. Dustraţi grafic mijlocul segmentului [A B] în următoarele cazuri: a) AB = 
= 20cm; b) AB = AC+CB, unde AC =8cm, CB =6cm; c)AB = AC — 
— CB, unde AC = 8cm, CB =6cm. 


9. UNGHIUL» 


Detiniţ Figura geometrică formată din două semidrepte 
avînd aceeaşi origine se numeşte unghi. 


Cele două semidrepte se numesc laturile” unghiului, iar originea 
lor comună se numește virful unghiului. În figura 48a, [MN şi 
[MP sînt laturile, iar M virtul; în figura 48, [FE și [FG sint laturile 
şi PF virtul; în figura 48,c [OA şi [OB sint laturile și O virtul. 


[7 E A 


F 
a fă TEI D = [] 


Fiz. 48 
Dacă cele două semidrepte care formează unghiul sint semidrepte 
opuse, atunci unghiul se numește unghi alungit sau unghi cu laturile 
„în prelungire sau unghi plin. În figura 49 este desenat un astfel de 
| unghi; laturile lui sînt [OA și [OB, iar virtul este O. 


Rp 
| A o B a Ă B 
Fir. 49 Fin. 50 
Convenim să numim unghi nul, unghiul format de două semi- 
drepte identice. În figura 50 este desenat un astfel de unghi; virful 
tui-este punctul O, iar laturile sint [OA și [08. 
| Unghiul format, de exemplu, de semidreptele [MN și [MP 


2 a ș 
(fig. 48,a) se notează XNMP sau NM, şi se citeşte unghiul NM P. 
Precizăm că, în notarea unui unghi, nu are importanţă care dintre 


E 


Cuvintul „unghi“ vine din limba latină: angulus 
2 Cuvintul „latură“ vine din limba latină: Latus-eris 


unghi. 
= margine. 
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laturile lui este menţionată prima ; important este ca litera din virful 
lui să fie scrisă la mijloc; deci notaţiile XWN MP sau XPMN exprimă 
acelaşi unghi. În loc de XNMP putem scrie, mai pe scurt, XM sau 
= 


M şi citim unghiul M, dar aceasta numai dacă este clar care sînt; 
laturile lui și nu există posibilitatea unor confuzii. 

Uneori, dacă mai multe unghiuri au același virt și este clar care. 
sînt laturile lor, se poate întrebuința tot o notație prescurtată și 
anume cu ajutorul literei din virt şi cu al unor indici (numere natu- 
rale), de exemplu X0, sau 30. sau X0,, cu notaţiile făcute ca în 
figura 51, adică XAOB este 3 1, BOC este X0,, XCOD este O, 

Unghiurile asttel notate se citesc: unghiul O indice unu, unghiul 
O indice doi sau unghiul O indice trei ete. 

Dacă unghiul este format de semidreptele A și &, așa ca în figura 


52, îl notăm Xhk, care este totuna cu kh şi se mai poate nota fă 


= 
sau kh, 
Un unghi care nu este nici „nul“, ca unghiul AOB din figura 


50, şi nici nu este alungit, ca unghiul AOB din figura 49, se numește 
unghi propriu. În figurile 48 (a, d, c), 51 şi 52 sînt desenate unghiuri 


proprii. 
[ 
Ş [3 
crt A 
3 [) 


Fig. S1 Fig. 52 Fig. 53 


Fiind dat un unghi propriu hk, deosebim o porțiune de plan, 
care în figura 53 este hașurată, și care se numeşte interiorul unghiului 
hk şi se notează (Xhk). 

Interiorul unui unghi propriu hk apare ca partea comună (inter- 
secţia) semiplanului mărginit de dreapta h şi în care este inclusă 
semidreapta k, cu semiplanul mărginit de dreapta F şi în care esto 
inclusă semidreapta p. 

Folosind notația semiplanului cu ajutorul dreptei şi al punctu- 
lui, rezultă că interiorul unghiului hk este (kB N (kA (fig. 54). 

Porțiunea din plan care nu aparţine nici interiorului unghiului nici 
laturilor se numeşte ezteriorul unghiului hk (fig. 55). 

Interiorul unui unghi se notează (XA BC) sau (XA) sau (ah). 

Unind virtul unui unghi AOB cu un punct C care aparţine inte- 
riorului unghiului, se obţine o semidreaptă interioară unghiului (semi- 
dreapta [OC din figura 56). (Evident, toate punctele acestei semi- 
drepte sînt puncte care aparţin interiorului unghiului.) 

* Dacă unim însă virful unghiului cu un punct care aparţine exte- 
riorului unghiului, se obţine o semidreaptă ezterioară unghiului. (Toate 
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Exterior 
Interior 


x 


Exterior Pia. 55 


punctele acestei semidrepte exterioare unghiului sînt — evident — 
puncte care aparţin exteriorului unghiului.) Semidreapta [OD din 
figura 56 este o semidreaptă exterioară unghiului AOB. 


A 


8 
Fig. 56 Fig. 57 


Dacă XAOB este un unghi propriu şi ME(OA şi Ne(08B, 
atunci dreapta MW are o porţiune inclusă în interiorul unghiului 
AOB (segmentul (MN) (fig. 57). 


* 
i et, 


În geometrie întilnim propoziţii în care sint evidenţiate însuşirile 
proprii, esenţiale, ale unor figuri geometrice, ca de exemplu: „Figura 
geometrică formată de două semidrepte avind aceeași origine se 
numeşte unghi“. O astfel de propoziţie este o „definiţie“. În cazul 
de faţă este vorba de definiţia noţiunii de unghi“. 

Printr-o definiţie se precizează ce înţeles se dă unei anumite 
noţiuni (cuvint sau simbol). 

La definirea unor noi noţiuni se folosesc alte noţiuni definite 
anterior. Dar există şi noţiuni care nu se definesc; acestea sint „noţiu- 
nile fundamentale“ („primare“), al căror înţeles rezultă din descrieri 
sau intuiri. 

Încă înainte de a începe studiul sisterhatic al geometriei am luat 
cunoștință de o noţiune primară a întregii matematici, noţiunea de 
mulţime, iar în paginile de pînă acum ale acestui manual am întîlnit 
noţiunile primare de: plan, punct, dreaptă. 

Aşa cum spuneam şi mai sus, la definirea unor noţiuni se folosesc 
noțiuni primare şi noțiuni definite anterior. i; 


e 5. Întrebări şi exerciţii 


Stabiliţi care dintre următoarele propoziţii sint adevărate şi care sint false. 
1. Un unghi este:-a) o parte dintr-o dreaptă; b) două segmente concurente; 
c) o figură geometrică formată de două semidrepte diferite care au aceeaşi origine. 
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2. Laturile unui unghi sint: a) două drepte concurente; 5) segmente concu- 
rente; c) semidrepte diferite și.cu aceeași origine, 

- Un punct aparţine interiorului unui unghi dat, dacă el se găseşte: a) in- 
tr-un semiplan determinat de o latură a unghiului; b) în docă semiplane deter- 
minate de cele două laturi ale unghiului; c) în intersezţia a Au semiplane, fie- 
ține semiplan fiind determinat de o latură a unghiului și ua punct al celeilalte 
laturi. 
1. Laturile unui unghi se măsoară: a) cu rigla; b) cu o anumită unitate de 
lungime; c) nu se pot măsura, 


6. Urmăriţi figura 59 şi spuneți care dintre următoarele unghiuri sint alun- 
fite și care sint nule: a) 3 CAB; b) 3 ABD; 0) 3 DA Ba ao umehi : e) % BCD, 
A 


Pi: 
8 Sa 
c D 2 7 £F 
Z x5 
2 [3 Fig. 59 Ci AI: 
Fig. sa Fig. 60 E 


7: An figura 60, punctele F și G aparțin interiorului: a) unghiului 0,; b) un- 
Ehiului FOC; e) unghiului AOB; d) unghiului AOC. 

8. Folosind aceeași figură (fig. 60), stabiliţi care dintre următoarele propo- 
ziţii sint adevărate şi care sint false: a) unghiurile A0F și 0, au aceleași puncte 
interioare; b) punctul G aparține interiorului unghivilui Op gi iurace ea? unghiu- 
1ui 0,j.0) punetele semidreptei [OF aparțin interiorului unghie AOC; d) punctele 
A și B aparţin interiorului unghiului 0u. 

9. Folosind desenele şi notaţiile convenţionale, ilustraţi grafic: a) X 40B 
propriu; b) CD nul; e) X A BC alungit; d) punctele M și N tuse), unghiu- 


y. 

10. Fie semiplanul [dA, punctul OEd şi punctul BE(dA, (A + B şi B&OA). 

Să se figureze pe acelaşi desen: a) un punct C oare să aparțină interiorului unghiu- 
e o parte şi de alta a semi. 


dreptei [OA —; o) punctul FE (OA, care să fie şi colineae ol punctele C și D: d) o 
semidreaptă (OP care să fie inclusă in interiorul unghiului PU 
11. Considerăm semidreptele [Oz, [Oy, [Oz, astfel incit să nu existe printre 


12. Fie 4, B, C puncte necolineare (4 + 8,84 CC A) şi dreptele AB, 
BC, CA. În cite părţi (ce n-au puncte comune) apare impărţit, de cele trei drepte, | 
planul? 


10. MĂSURA UNUI UNGHI 


Și unghiurile se măsoară! Ceea ce se măsoară este „deschiderea“ 
dintre semidreptele care formează unghiul (în nici un caz lungimile 
laturilor, care, ca orice semidrepte, se intind la nesfirşit). Se alege 
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ca unitate de măsură un anumit unghi. Măsura (mărimea) unghiu- 
rilor se determină cu ajutorul unui instrument numit raportor (fig. 61). 

Notăm măsura unghiului AMB astfel: m (CAMB) şi citim: 
măsura unghiului AMB. 

Din motive istorice, unitatea de măsură a 
unghiurilor -a fost aleasă unghiul de un grad” 
(scriem 1* și citim unghiul de un grad), astfel 
încit unghiul alungit să aibă 180”. Gindim că 
unghiul nul are 0” (zero grade). Pe baza acestei 
unităţi, sint gradate toate raportoarele. Prin con- 
venţie, unghiul de un grad (1*) are șaizeci (60) de minute? (scriem 
* = 607), iar unghiul de un minut (1') are şaizeci (60) de secun- 
de” (scriem 1' = 60”). 

Despre măsura unui unghi care este egală cu un număr întreg 
de grade scriem, — de exemplu — m (X A0B) = 25” şi citim: „măsura 
unghiului AOB este egală cu 25 de grade“. La fel, despre măsura 
unui unghi care este egală cu un număr întreg de grade, minute și 
secunde, scriem, de exemplu, m (207) = 32*43'16” şi citim „măsura 
unghiului zOy este egală cu 32 de grade, 43 de minute și 16 secunde“. 

"Trebuie menţionat că nu orice unghi are ca măsură un număr 
întreg de grade și că nici diviziunile (minutele și secundele) nu per- 
mit măsurarea exactă a oricărui unghi. Adică există unghiuri care 
pot avea o măsură ce nu poate fi exprimată printr-un număr întreg 
de grade, minute şi secunde. Nici chiar dacă am scrie, la secunde, 
după virgulă, un număr foarte mare, dar finit de zecimale, tot nu 
em putea exprima exact măsura acestor unghiuri. În cazul în care 
XAOB are o măsură care nu este precizată, se obișnuiește să se 
noteze m(X A0B) = 7. 

Cum determinăm, cu ajutorul raportorului, măsura unui unghi 
dat? De exemplu, fiind dat unghiul ABC (fig. 62), aşezăm centrul 
raportorului în punctul B (virful unghiului), astfel ca semidreapta 
[BC să tie în dreptul diviziunii 0” a raportorului (fig: 63) şi citim pe 
scala (cadranul) raportorului, în dreptul laturii[ BA a unghiului, numă- 
rul de grade (38%) ce reprezintă măsura unghiului. Spunem că un- 
ghiul ABC are 38 şi scriem m(%X ABC) — 380. (Măsura astfel deter- 
minată este aproximativă.) 


4, 


Fig. 61, 


8 prim. 62 


1) Cuvintul „grad“ vine din limba latină: gradus = treaptă, pas. F 
2 Cuvintul „minut“ vine din limba latină: minutus = mic, mărunt. 

3 Cuvintul „secundă“ vine din limba latină: secundus = al doilea, următor. 
Aceste denumiri au fost introduse de Ptolemeu, în sec. 2 e.n. 
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Cum desenăm, cu ajutorul raportorului, un unghi care să aibă 
ca măsură un număr întreg de grade? De exemplu, cum desenăm 
un unghi cu măsura de 60“? Figurăm mai intii o semidreaptă [0A, 
așezăm apoi raportorul cu centrul în punctul O şi diviziunea 0” pe 
semidreapta [OA (fig. 64) și apoi însemnăm cu creionul pe foaia de 
hirtie un punct B, în dreptul diviziunii 60* (se citește de la diviziu- 
nea 0* către 60%). 


8 Fig. 65 


Înlăturăm raportorul și cu ajutorul riglei punem în evidenţă 
semidreapta [OB (fig. 65); obţinem astfel unghiul A0OB, a cărui 
măsură este de 60”. Să reținem totuşi că aceasta este o construcţie 
aproximativă. 

Putem desena — în principiu — segmente oricit de lungi dorim, 
însă unghiuri mai mari decit 180” nu putem desena. 


11. UNGHIURI CONGRUENTE 


Definiţie. Două unghiuri cu măsurile egale se numesc unghiuri 
congruente. (De exemplu, fiind date unghiurile AOB şi A'0'B', asttel 
încit m(3-A0B) = m( 4'0'B'), spunem că unghiurile AOB şi 4'0'B' 
sint congruente, scriem: X AOB=X A'0'B' şi citim: unghiul AOB 
este congruent cu unghiul A'0'B'.) 

Dar dacă două unghiuri, de exemplu, A şi XX B nu au măsurile 
egale (m(% A) 4 m(%X B)), atunci ele nu sint congruente şi le numim 
unghiuri necongruente. (scriem XA X B şi citim: unghiul A este 
necongruent cu unghiul 8). 

Comparind măsurile a două unghiuri, putem preciza care din 
ele este unghiul mai mare. De exemplu, dacă m( X A) >m(X 8), 
vom înţelege că unghiul A este mai mare decit unghiul B și vom scrie 
XA>XB. 

Evident, toate unghiurile nule sint congruente între ele, şi toate 
unghiurile alungite sint congruente între ele. 


12. CONSTRUCŢIA, CU AJUTORUL RAPORTORULUI, 
A UNUI UNGHI CONGRUENT CU UN UNGHI DAT 
Vom folosi un procedeu asemănător cu cel folosit la construirea 


segmentelor congruente. 
Fiind dat un unghi AOB (fig. 66,2) se cere să se construiască 
un alt unghi A'0'B' congruent cu unghiul dat AOB. 
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j Procedăm astfel: aşezăm raportorul cu centrul în punctul O şi 
cu diviziunea 0* pe semidreapta [OA şi însemnăm pe raportor, cu 
creionul, un punct M, acolo unde semidreapta [OB intersectează margi- 
nea raportorului (fig. 66, b). Desenăm apoi pe o foaie de hirtie o semi- 
dreaptă [O'A” și așezăm raportorul în punctul O', astfel încît diviziu- 
nea 0” să se găsească pe semidreapta [O'A“; însemnăm, cu creionul, 
pe foaia de hirtie, punctul M/, în dreptul punctului M de pe raportor 


PRD da 


A 
a [ 

Fig. 6, a Fig. 66, b Pa it 
(fig. 67). După îndepărtarea raportorului, unim pe 0' cu M” şi obţinem 
semidreapta [0'M”, care va fi a doua latură a unghiului construit 


A'0'B' (fig. 68). În acest mod spunem că am construit X A'0'B' = 
= X AOB (dat). 


A A ; 
250 
8 = a 


D 4 
2 —— Fig. 68 Fig. 69 


Ca și în cazul segmentelor congruente, convenim să notăm — pe 
figură — că două (sau mai multe) unghiuri sînt congruente, sau 
scriind în interiorul lor măsura lor comună, ca în figura 69, 
sau — şi acesta este procedeul cel mai des întrebuințat — notind în 
interiorul unghiurilor congruente cite o liniuţă (sau un număr egal de 
liniuţe), ca în figura 70. Astfel vom înţelege că X F=X0;XB 
=XxB şi XNSXN. 


H 
E d A De 
[ZĂ N W' 
N ati ae E pr = 
6 3 
fad fs 
Fig. 70 , 


p! 


0 6. Întrebări şi exerciţii 


Lă exerciţiul 1 şi 2 stabiliți care propoziţii sint adevărate şi care sint. false. 

1. Unitatea de măsură pentru unghiuri este: a) un număr natural?; b) un 
număr zecimal?; c) unghiul de un grad? 

2. Două unghiuri sint congruente dacă: a) au acelaşi virf? b) au laturile 
congruente? c) au aceeași măsură? 

3. Un unghi este congruent cu el însuși? (Adică XX AOB = X AOBD) Mo- 
tivaţi răspunsul. 

Dacă Xz0y=X 70, atunci şi X z'0'y' = X 209? Motivaţi răs- 
punsul. 

5. Dacă două unghiuri sint congruente cu un al treilea unghi, sint congruente 
între ele? (Dacă XASXB şi XBEXC, atunci XA CP) Moltivaţi 
răspunsul, 

6, Folosind convențiile de notații din desenul din figura 74, stabiliţi care 
unghiuri sint congruente. 


Pi z E! 
A 
ude A A SS fă i a 
L, NE să D 
7 B? Tie rĂ F [ ZI i 
N 


Fig. 71 

7. Ştiind că m(%X 0) = 30%, mă A) = 155, mt c)=0; 
m(3 D) = 4805, stabiliţi dacă: a) X0 Să A; bX0zXB; CE iza 
d) Dai e)ră ia [Jad ni să Digi ae a pe ă 

8. Desenaţi, cu ajutorul raportorului, unghiuri de: 30%, 45%, 60%, 90%, 120* 


9. Considerăm ca „unghiuri date“ (desenate) unghiurile din figura 72. Con- 
struiţi, cu ajutorul raportorului, unghiurile ÎI A'B'C = ABC: X 2'0y 
=Xz0y: XMN'P'=X MNP. 

10. Există unghiuri a căror măsură să fie de 15 |/2 grade? 


13. ADUNAREA (SCĂDEREA) A DOUĂ UNGHIURI 


Pregătire. Pentru început, vom preciza că există o situaţie geo- 
metrică (ca şi în cazul segmentelor) care conduce la adunarea (scăde- 
rea) a două unghiuri. Definim unghiuri adiacente” două unghiuri 
proprii care au virful comun, o latură comună, iar celelalte două laturi 
sîni situate de o parle şi de alta a dreptei care conţine latura comună. 

În figura 73 unghiurile AOB şi BOC (sau % 0, şi X 0,) sînt un- 
ghiuri adiacente; [OB este latura comună. 


» Cuvintul „adiacent“ vine din limba latină: adiacens-tis = învecinat. 


* 


Fig. 74 
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În figura 74 sint desenate unghiuri care nu sint adiacente. Unghiu- 
rile O şi O' nu au virful comun şi nici latură comună; 3 C şi X C” nu 
au virtul comun; X N, și X N, nu au laturile [V.M şi [VM” de o parte 
şi de alta a dreptei PP'; X DEG şi X FEG nu au laturile [EF și [ED 
de o parte şi de alta a laturii comune [EG. 

Reţinem, din definirea şi descrierea unghiurilor adiacente, că un 
unghi alungit nu poate fi adiacent cu nici un alt unghi (fig. 75). 

Adunarea a două unghiuri. Să considerăm două unghiuri adia- 
cente, X AOB și % BOC (latura comună [OB ). 

A 


Lit ta Zi Fig. 76 Lă 

Există următoarele situaţii geometrice legate de X AOC: 

Cazul 1. Unghiul AOC nu este alungit (fig. 76,4). În acest caz 
m(% AOC) — m(% AOB) + m(%X BOC) sau m(ă A0B) — m(3 A0C) 
— m(% BOC) sau m(%X BOC) = m (AOC) — m (XAOB) şi putem 
efectua un calcul aritmetice între măsurile acestor unghiuri și deci 
rezultatul adunării (scăderii) va fi un număr (măsură) unic. Unghiul 
AOC, din prima egalitate, este unghiul sumă, iar unghiurile AOB sau 
BOC, din egalităţile următoare, sint unghiuri diferență. Să reținem: 
suma. (diferenţa) a două unghiuri adiacente este tot.un unghi, numit 
unghi sumă. (diferenţă ). 

În cazul în care m (% AOC) = 90% şi m(32 AOC) — m(% A0OB) + 
+ m(% BOC), deci m(3 AOB) + m(% BOC) = 90%, unghiurile AOB 
şi BOC se numesc unghiuri adiacente şi complementare! fiecare. dintre 
ele fiind CORD Lara sl) celuilalt (fig. 76,b) şi scriem: m (3 A0B) = 
= 90 — m(X BOC) sau m (3 BOC) = 90 — m (X A0B). 


“ Cuvintul „complementar“ vine din limba latină: complementum = întregire, 
care completează. 3 
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Cazul 2. Unghiul AOC este un unghi alungit (fig. 77) şi în această 
situaţie relaţia m (32 AOC) = m (%X 40B) + m (3% BOC) este ade- 
vărată. 

Cum m (3: AOC) = 180%, rezultă că 

8 m (3 A0OB) + m(3 BOC) = 180%. Unghiurile 
AOB şi BOC se numesc, în acest caz, unghiuri 
adiacente și suplementare”, fiecare dintre ele fiind 


, 

suple. suplementul celuilalt; scriem: m(3 A0B) — 

Ș Z 180 — m(3 BOC) şi m(3- BOC) — 180 — 
€ — m(X A0B). tă 

Fig. 77 Vom preciza că, dacă două unghiuri „nu 


sînt adiacente“, dar măsurile lor însumate dau 90* sau 180%, atunci, 
prin abuz de limbaj, vom spune că unghiurile se numesc complemen- 
tare, în prima situaţie, și suplementare, în cea de-a doua situaţie. 

Așadar, putem da următoarele definiţii: 

1: Două unghiuri se numesc complementare dacă suma măsuri- 
lor lor este egală cu 90”. Atunci fiecare unghi este un „complement“ 
al celuilalt. 

2. Două unghiuri se numesc suplementare dacă suma măsurilor 
lor este egală cu 180%. Atunci fiecare unghi este un „suplement“ al 
celuilalt. 

Din definițiile de mai sus, putem deduce următoarea propoziţie: 
„Dacă două unghiuri au același complement (suplement), atunci ele 
sînt congruente“. 

Avind în vedere faptul că nu există unghi „mai mare“ decit un 
unghi alungit, dacă însumăm două măsuri de unghiuri şi rezultatul 
obţinut depășește 180%, (mXAOB) + m(3 BOC) > 1809), „rezul- 
tatul“ nu mai poate fi privit ca „măsura unui unghi“ (fig. 78). În acest 
caz, nu există un unghi care să aibă ca măsură suma măsurilor unghiu- 
rilor AOB şi BOC. 


=) 8 


A Ci 
o e Di e 
Fig. 79 


Fig. 78 
Ci . (4 £ 


În cazul în care două unghiuri nu sînt adiacente, dar suma măsu- 
rilor lor este mai mică decit 180%, de exemplu % ABC și X DEF, 
ca în figura 79, pentru a ilustra grafic suma lor putem proceda astfel: 
pe o semidreaptă [B'z construim un unghi congruent cu unul din cele 
două, de exemplu: construim X A'B'C'=X ABC. În continuare, 


1 Cuvintul „suplementar“” vine din limba latină: supplementum = care se 
adaugă. 
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construim X C'B'F'=X DEF, astfel încit unghiurile construite 
să fie adiacente, latura comună putind fi [B'C”, ca în figura 80, sau 
B'z. 
E Putem scrie: m(X A'B'F') = m (3% A'B'C') + m (5 C'B'F), 
adică m (X A'B'F') = m(% ABC) + m (3 DEF), unghiul A'B'F' 
fiind unghiul sumă. D 

e: 


pi Suma 


= 77 = 
Fig. 80 Fig. 81 
Pentru a ilustra grafic diferenţa acelorași două unghiuri neadia- 
cente, fixăm unghiul mai mare, în cazul de faţă unghiul DEF, și, pe 
semidreapta [B'z, construim % C'B'P'=X DEF (fig. 81). Apoi, 
pe [B'C' ca latură şi cu originea în B', construim X C"B'A' = X CBA 
cu semidreapta [B'A” interioară unghiului CB'r". 
Putem scrie: m(% A'B'F') = m( C'B'F')—m(X C'B'A'), 
adică m(% A'B'PF') = m(E DEF) — m (3 CBA). Unghiul A'B'P' 
este unghiul diferenţă. 


14. OPERAŢII CU MĂSURI DE UNGHIURI 


Pentru adunarea (scăderea) măsurilor a două unghiuri exprimate 
în grade, minute și secunde se va ţine cont de următoarele: 

a) Se adună (scad) între ele unităţile de acelaşi ordin (secunde, 
minute, grade). 

b) Dacă în urma însumării, la un anumit ordin (secunde sau 
minute), se depăşesc 60 de unităţi, se transformă grupele de cîte 60 de . 
unităţi de acelaşi ordin în unităţi de ordin imediat superior, care se 
adună acestora. 

c) Dacă la scăderea măsurilor a două unghiuri, numărul unităţi- 
lor de un anumit ordin ale unghiului „descăzut“ este mai mic decît 
numărul unităţilor de același ordin ale unghiului „scăzător“, atunci la 
descăzut, se „imprumută“ o unitate de ordin imediat superior, care se 
transformă în 60 de -unităţi de ordin imediat inferior şi se adaugă 
celor exisțente. 

Exemple: Știind că m (32 A) — 46%35'24" şi m (X B) — 35%56'47”, 
să se calculeze: a) m (3 A) + m(% B) şi b) m(3 4) —m(% B). 

a) Se începe adunarea de la unităţile de ordin inferior (de la se- 
cunde): 24" -- 47 — 71"; 74” — 60” = 11; scriem 44” şi ţinem în 
minte 1' (60” — 17). 

Se continuă cu adunarea minutelor: 35” + 56/ -F1' = 92';92/ — 
— 60” = 321; scriem 32! şi ţinem în minte 1* (60:15), 
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În final se adună şi gradele: 46” + 35 + 1* = 82. 
În practică, în vederea adunării, măsurile unghiurilor se scriu 
unele sub altele, astfel: 


46935124" + 
35056477 
82032'411* Deci m(X A) + m(3 B) — 820%32'1417. 

b) Întrucît constatăm că atit la minute cit şi la secunde, numărul 
unităţilor de la descăzut este mai mic decit numărul unităţilor cores- 
punzătoare de la scăzător, transformăm un grad al descăzutului în 
minute şi secunde (1* = 5960”). Descăzutul devine (măsura unghiului 
A poate fi scrisă): (46—1) (35 + 59) (24 + 60)” sau 45*94'847. 
Acum scăderea poate fi făcută cu ușurință: 

45*94'84" — 
35*56'47" 
10*38'37” Deci m (3% A) — m (3 B) = 10%38'377.. 

Pot fi întilnite şi exerciţii de tipul acesta: „Să se transforme în 
grade, minute și secunde măsura de 14 257” a unui unghi“. 

Stabilim mai întii cite grupe de cite 60” se pot constitui din 
cele 14 257”, împărțind acest număr la 60: 

14257”| 60. 
120 237! 
=225 


Se obţin, deci, 237 de grupe de cite 60” şi un rest de 37”. Cum 60” 
constituie un minut, rezultă că măsura unghiului ar mai putea fi 
scrisă 14 257" = 237'37". 

Apoi, stabilim cite grupe de cite 60 se pot constitui din cele 237': 

237' |60 
180 Ice 
DIA 

Se obţin, deci 3 grupe de cite 60' (adică 3%) şi un rest de 57. 

În final putem scrie 14 257” — 3%57'377. 

Adunarea măsurilor mai multor unghiuri se realizează în același 
mod ca și adunarea măsurilor a numai două unghiuri. Se pot întilni 
situaţii cînd din suma unităţilor de același ordin se pot constitui mai 
multe unităţi de ordin imediat superior. Spre exemplu: 
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12948'56 (56” + 49” + 45” + 29” = 179" = 2'59) 

'1939'49" (484 39' + B4' + 47 + 2' = 190! = 3107) 
18*54'45r (129 4 79 + 180 + 139 + 3* — 53%) 
13*47'29" 


s 53%10'59” 


Dacă unghiurile ale căror măsuri se cere a se aduna sint unghiuri coniruente, 
problema revine la înmulţirea măsurii unui unghi cu un număr natural. De exemplu! 
12*58'43" x 4 = 

Calculul se face ca la adunare: = 

43” x 4 = 172%; 172" — 120” = 52"; scriem 52” şi ţinem în minte 2" (120” = 
= 25, 

58! XA +2" = 234; 234 — 180' = 54%; scriem 54' și ținem în minte 39 
180% = 3%). 

y 129 x4 + 32 = 51, Deci 12%58148” x 4 = 51%54'527, 

Măsura unui unghi, exprimată în grade, minute și secunde poate fi impăr= 
ţită la un număr natural. Se procedează astiel N 

Se imparte mai întii numărul de grade, la numărul natural dat, citul obţinut 
fiind exprimat tot în grade; restul împărțirii gradelor se transformă în minute, 
prin înmulţirea lui cu 60 (12 = 60%) produsul obţinut se adună cu numărul de mi: 
nute din măsura unghiului. Suma obţinută (exprimată, evident, în minute) se 
imparte la numărul natural dat, obţinindu-se un cit exprimat tot în minute; restul 
împărțirii minutelor se transformă în secunde prin inmulţirea lui cu 60 (1” —- 60”), 
iar produsul obţinut se adună cu numărul de secunde din măsura unghiului. Noud 
sumă se imparte și ea la numărul natural dat. 


Exemple: a) 75%47'38": 2 


75* |.2 107' | 2 98" | 2 
6_ [37  19=60' 10 [537 =60* 8 [a 
15 60'4+47'=107 227 60”++38* = 98" 18 
14 6 18 
= Tr = 
Deci 75%47/38" 
4 b) 12503715 : 
125 | 75* [3 
12 [a 204207 1'=60” 6 [a 
== 1204371157" 60”+15* = 75" 15 
E a 15 
3 = 


Deci 125%37*15* : 3=—41%52'25*. 
Subliniem faptul că nu în toate cazurile la împărţirea măsurii unui unghi, 
exprimată în grade, minute şi secunde se obţine ca rezultat un număr întreg de 
secunde. În astiel de cazuri, rezultatul se po ate exprima cu aproximaţie. De exemplu: 
0) 45%2917* :7 


450 |.7 209 | 7 377" 
42 [E ae=—180” 14 [397  6'—a60” 35 
Za 180'--29'=209 269 360”-+17"=—377" 237 
| 63 2 
26 76 


Rezultat aproximativ: 45%29'17” :7 = 6%29'54”. 
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"97. întrebări și exerciţii 


1. Stabiliţi care dintre următoarele propoziţii sint adevărate şi care sint 
false: 

1) Diferenţa a două unghiuri este: a) un unghi; b) un număr natural; c) o 
dreaptă. 

2) Două unghiuri sint adiacente dacă au: a) acelaşi virt; b) acelaşi virt şi o 
ltură tomună; c) acelaşi viri, o“latură comună şi celelalte două situate în semi- 
plane diferite faţă de latura comună. 

3) Dacă două unghiuri sint adiacente, atunci: a) unul dintre ele este alun- 
git; b) ambele sint alungite; c) nici unul nu este alungit. 

4) Două unghiuri adiacente sint complementare dacă suma măsurilor lor 
este: a) 90%; b) o măsură mai mică decit 90% c) o măsură mai mare decit 90%; 
d) 180%, 

5) Două unghiuri sint suplementare dacă suma măsurilor lor este: a) o mă- 
sură mai mare decit a unui unghi alungit; b) o măsură mai mică decit 180%; c) mă- 
sura unui unghi alungit; d) 902, 

2. Să se transforme în grade, minute şi secunde următoarele măsuri de un- 
hiuri 
BE) 284; b) 1375"; c) 4 867%; d) 12254 e) 324. 

3. Știind că m(320,) = 35%, m (3302) = 205, m (3303) = 129, verificaţi 


pi ij get meu EA) ir, )+ m(3z0,);. 
b) m(320,) + (m (3 0s) + m EA (m(32 0.) + m (3502) +m (30); 
e) m(320,) — (m(3 02) + m So m (32 0,) — m (370) — m(3703). 


4, Efectuai! 
a) 37*25'12* + 8*13"10 b) 37*25"12* — 8*13'10” 
d) 14*54'16” — 4%13'59*. 


c) 1495416 + 491315” 
5. Să se calculeze măsura omplementului unghiului care are măsura de 
a) 32%; b) 459; c) 37%157; d) 50%18'32”; e) 9 

e măsura supementui unghiului care are măsura de: 
; d) 80246136” e) 180%. 


dacă: 


a) 70%; b) 90%; c) 110% 
7. Considerăm „date“ (desenate) unghiuri OB şi A0,Bu. Știind că 
M(X 40,8) > m(3Z A0B), să se ilustreze grafic: a) XI AOB + II 40,8; 
b) X 4,0, B, — X 40B. 
8. Două unghiuri complementare pot fi congruente? Care este măsura lor? 
9. Două unghiuri suplementare pot fi congruente? Cars este măsura lor? 


15. BISECTOAREA_UNUI UNGHI. UNGHI DREPT. UNGHI ASCUȚIT. 
UNGHI OBTUZ 


Să considerăm un unghi propriu dat (desenat), o semidreaptă 
cu originea în virful unghiului dat, situată în interiorul acestui unghi 

şi care să formeze unghiuri congruente cu laturile unghiului dat. 

Să ilustrăm această situaţie geometrică. (Vom ţine seama că nu 
există unghi a cărui măsură să fie mai mare decit 180%.) 

Marcăm unghiurile congruente (fig. 82) şi scriem relaţiile de con- 
gruenţă: 

X ABC = X CBD (3 BX B,), pentru figura 82a; 

X A'0'B' = X BOC (X0,=X0,), pentru figura 82,b. 


Fig. 82 


Semidreptele [BC, [O'B' se numesc bisectoarele unghiurilor 
ABC, A'0O'B'. 
Detiniţie. Se numeşte bisectoare a unui unghi propriu o 
__ semidreaptă cu originea în vîrtul unghiului, situată în interiorul unghiu- 
„ Iui, asttel încît cele două unghiuri formate de ea cu laturile unghiului 
iniţial să fie congruente. 

Pe scurt, obişnuim să spunem: bisectoarea unui unghi propriu 
este o semidreaptă, cu originea în virful unghiului, care îl imparte 

„în două unghiuri congruente.' Să reținem că bisectoarea unui unghi 
esteo semidreaptă unică (în sensul că este o semidreaptă şi numai una). 

Observaţie. În figura 82,c unghiul zOy este alungit (m (32 z0y) — 

„= 180%). Dacă semidreapta [Oz îl împarte în două unghiuri congruente, 

numim această semidreaptă tot bisectoare și scriem: X z0z = Xz0y 
(m.(3- Oz) = m (%X z0y)). Cum m (33 202) + m(X 209) — 180%, re- 
zultă că fiecare unghi are ca măsură 90% şi scriem: m (32 202) — 902 
sau m(X 207) = 90%. - 

Cu ajutorul raportorului se poate construi (aproximativ) bisec- 
toarea unui unghi dat. 

Detiniţie. Se numește unghi drept orice unghi care este 
congruent cu un suplement al său. Rezultă că un unghi a cărui măsură 
este de 90” este un unghi drept (şi orice unghi drept are măsura 
de 90%). M. 

Uneori, un unghi drept se notează astfel: 1 dr. 


Vom înţelege că este vorba despre un unghi a cărui 90* p 
măsură este de 90” (fig. 83) şi vom scrie:m(%X MOP)= 9 
= 905, deci X MOP = 1 dr. Fig. 83 


_Detiniţie. Se numeşte unghi ascuţit orice unghi a cărui 
măsură este mai mică de 90%, de exemplu unghiul ABD (fig. 82,2), 
și scriem m(X ABD) < 90. - 

Detiniţie. Se numeşte unghi obtuz? orice unghi a cărui 
măsură este mai mare de 90* (dar, evident, mai mică de 180%), de 
exemplu unghiul A'0'C” (fig. 8245) şi scriem m(3 A'0'C”) > 90. 


") Cuvîntul „bisectoare“ este compus din două cuvinte provenite din limba 
latină: bis = de două ori şi secare — a tăia. 
2 Cuvintul „obruz“ vine din limba latină: obtusus = tocit. 
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16. UNGHIURI FORMATE ÎN JURUL UNUI PUNCT. 
UNGHIURI OPUSE LA VIRF. 


16.1 Unghiuri formate în jurul unui punct 


Să considerăm trei semidrepte (OA, (OB şi (OC, astfel incit (OB 
și (OC să se afle în semiplane diferite, determinate de dreapta OA şi 
m(32 A0B) + m(3 AOC) > 180 (fig. 84). 

În acest caz, unghiurile AOB, BOC şi COA au același virf — 
punctul O; orice punct al planului, nesituat pe niciuna dintre laturile 
(OA, (OB, (OC, şi diferit de O, aparţine interiorului unuia dintre 
unghiuri; și nu există nici un punct comun interioarelor a două 
dintre ele. 

Reuniunea interioarelor unghiurilor AOB, BOC, COA şi a celor 
trei semidrepte [OA, [OB, [OC este întreg planul. 

Unghiurile AOB, BOC şi COA se numese „unghiuri formate în 
jurul punctului O“. 


Fig. 85 


Se poate realiza o figură geometrică astfel încît să îndeplinească 
toate condiţiile de mai sus, considerind mai mult de trei semidrepte 
cu aceeași origine. Ele vor determina mai multe unghiuri care se vor 
numi tot „unghiuri formate în jurul unui punct“ (şi anume în jurul 
originii comune a semidreptelor), de exemplu, unghiurile A,, Az, As, 
Aa As, As (fig. 85) sînt unghiuri formate în jurul punctului A. 

Ne propunem să calculăm suma măsurilor unghiurilor AOB, 
BOC şi COA din figura 84, deci să calculăm suma: m(X 408) + 
+ m(% BOC) + m(% COA). 

Pentru aceasta, considerăm semidreapta [OA', care prelungeşte 
pe [OA. Semidreapta [OA” este inclusă în interiorul unghiului BOC. 
-Unghiul AOA' fiind unghi alungit, putem scrie: 

(1) m(3X AOB) + m(% BOA”) = 1802 și 

(2) m(3 A'0C) + m(% COA) — 1805. 

Reamintim că, în clasa a V-a, s-a învăţat următoarea proprietate: 
dacă a=b şi c=—d, atunci a+ec=b+d. (Două egalităţi se pot 
aduna membru cu membru, obţinindu-se tot o egalitate.) Aplicăm 
această proprietate la egalităţile (1) şi (2) şi vom obţine: 

(3) m(3- A0B) ++ m(3 BOA") + m(3 A'0C) + m( CO A) — 360. 
Dar (4) m(X BOA') + m(X A'00) = m(X BOC) (unghiurile BOA' 
și A'OC. fiind adiacente). 
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Înlocuim în primul membru al egalităţii (3) suma m(3 BOA”) + 
+ m( A'00), cu m(% BOC) şi obţinem: 

m(% A0B) + m(3 BOC) + m(3 COA) — 3605. 

O egalitate asemănătoare se obține și în cazul mai multor unghiuri 
situate „în jurul unui punct-origine“. 

În cazul figurii 85, egalitatea se scrie aste: - 

M(X Aa) + M(X Aa) + m 43) + m Aa) + m As) + 
+ m( As) = 360%. 

Formulăm acest rezultat astfel: 

Unghiurile formate în jurul unui punct au ca sumă a măsurilor 
lor 360%. 


16.2 Unghiuri opuse la virf 


Să examinăm figura formată de două drepte concurente AA” și 
BB", (A4' 0 BB! — 10), (fig. 86). Observăm că s-au format patru 
unghiuri: AOB, BOA", A'OB! şi B'OA. Unghiurile A0OB şi A'OB' cît 
şi unghiurile AOB! şi BOA! au virful O comun și laturile unuia pre- 
lungesc laturile celuilalt. Astfel, putem da următoarea: 

Detiniţi.e. Două unghiuri cu acelaşi vîrt se numese o puse 
la vîrt dacă laturile unuia sînt în prelungirea laturilor celuilalt; 
(sînt semidrepte opuse). 

Faţă de dreapta AA” (fig. 86), conside- 
rind unghiurile suplementare AOB "şi BOA, —Suptemenur 
putem scrie: - 

(1) m(3 AOB) = 180 — m(X BOA”). 

Faţă de dreapta BB", unghiurile suple- 
mentare BOA! şi A'OB' ne permit să scriem: 

(2) m (3 A'0B') = 180% —m (X BOA”). ea 

Din relaţiile (1) şi (2) rezultă că m(X AOB) — m(3- 4'0B'), 
deci X AOB = % A'0B'. (Două unghiuri ale căror măsuri au acelaşi 
suplement sint congruente.) 

Reţinem deci, un rezultat foarte important: dacă două unghiuri 
sînt opuse la vîrf, atunci ele sînt unghiuri congruente. 


e 3. întrebări şi exerciţii 


sint adevărate şi care sint 


1. Stabiliţi care dintre următoarele propoz 
a) două unghiuri congruente; 


false: bisectoarea unui unghi imparte unghiul în 
b) mai multe unghiuri congruente. 
m (ÎE AOB) = 60 şi m (3 AOC) = 20%, care este măsura unghiului 

un Singur caz? 
m (3 AOC) > m (XE A0B) > m (33 BOC) şi m(3- BOC) = 255, 
305, care este măsura unghiului AOC? : 

4. Unghiurile AOC şi BOC sint adiacente. Care propoziţie este adevărată: 
a) m(IC A0B) = m (3 400) + m(XCOB);b) m (3 AOB) = m (3 AOC) — 
— m(32C0B)? = 


3 — Matematică geometrie, el. a VI-a 33 


5. Stabiliţi care dintre următoarele propoziţii sint adevărate şi care sint false: 

1) Două unghiuri opuse la virt au: a) virful comun și o latură comună; b) vir- 
ful comun și o latură a unui unghi prelungeşte latura celuilalt unghi; c) virtul co- 
mun și laturile unui unghi prelungesc laturile celuilalt unghi? i 

2) Suma tuturor unghiurilor adiacente două cite două care se pot desena 
în jurul unui punct şi de aceeaşi parte a unei drepte care trece prin acel punct 
este: a) mai-mare de 180%; b) egală cu 180%; c) mai mică de 180%. 

3) Suma tuturor unghiurilor adiacente două cite două, care se pot desena 
în jurul unui punct, este: a) mai mare de 3605; b) mai mică de 3605; c) egală cu 360%. 

6. În figura 87, dreptele AA”, BB' şi CC" sint concurente în acelaşi punct O. 
Cunoaştem că m (320,) = 30* şi m (3404) = 602. Găsiţi: a) toate perechile de 
unghiuri opuse la Virt, dacă există; b) toate perechile de unghiuri complementare, 
dacă există; c) calculaţi suplementul unghiului O, faţă de dreapta AA, 

7, Este! posibil ca: a) Două unghiuri 
opuse Îa virf să fie complementare? Care este 
măsura lor? b) Două unghiuri opuse la virf 
să fie suplementare? Care este măsura lor? 

8. Stabiliţi care este: a) măsura unghiu- 
lui format de bisectoarele a două unghiuri 
adiacente şi care au laturile necomune în pre- 
lungire; b) măsura unghiului format de bisec- 
toarele a două unghiuri opuse la virt; c) măsura 
unghiului format de bisectoarele a două un- 
ghiuri adiacente şi complementare. 

9. Calculaţi măsurile unghiurilor formate de bisectoarea unui unghi AOB 
cu laturile sale dacă m (3 A0OB) este: a) 30%; b) 90%; e) 120%; d) 180%, apoi ilustraţi 
grafic. 

10. Știind că m (3 AOB) — 120% și m (3 BOC) — 402, ilustraţi, gratie un 
ghiurile AOB şi BOC în urmatoarele situaţii: a) [OC interioară unghiului 40%; 
b) 3 AOB şi 32 BOC sint adiacente. Apoi calculaţi măsura unghiului AOC în fie- 
care caz în parte. 

11. Punctele A şi C se găsesc în semiplane diferite faţă de dreapta OB. Dacă 
unghiurile AOB şi BOC au măsurile de 140 şi respectiv 60%, să se calculeze măsura 
unghiului format de semidreapta [Oz, bisectoarea unghiului AOC cu: a) semi- 
dreapta [OC; b) semidreapta [OB; c) să se calculeze şi măsura unghiului format 
de bisectoarele unghiurilor A0B şi BOC. 

12. În figura 88, unghiurile 0,, Oa, 0 sint congruente. Care este măsura lor 
comună? Dacă se notează cu [0M, [ON, [OP bisectoarele unghiurilor 0, Oz, Os, 
să se calculeze: a) măsurile unghiurilor care au ca laturi cele trei bisectoare; 
b) m(32 MOC), m(35 NOA) şi m(3- POB). Ce puteţi spune despre semidreptele 
[OM şi lOC, [ON şi OA, [OP şi OB? 


Fig. 87 


Fig. 88 Fig. 89 


13. În figura 89, cele cinci unghiuri sint congruente. Care este măsura lor 
comună? Construiţi semidreapta [OM opusă semidreptei [OA, apoi calculaţi 
m(32 DOM) și m(3C £OM). Ce puteţi spune despre semidreapta [OM ? 
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17. DREPTE PERPENDICULARE 


Să considerăm două drepte a şi b concurente în punc: 
unghiurile formate în jurul punctului O, ca în figura seca Nota 
(9) situaţie specială apare cind unul dintre unghiurile cu virful 
în O are ca măsură 90; de exemplu m(% 0,) = 90”. Atunei toate cele 
patru unghiuri: 0,, 02, Os, O, au măsurile de cite 90%, deoarece: 
=X0 (fiind unghiuri opuse la virf), deci m(X 0) = 90 
suplementul unghiului O, faţă de dreapta a este X O, adică m(X 0,)+ 


drepte perpendiculare sau drepte ortogonale”, 
c 


8 


A 8 2) 
Fig. 92 Fig. 93 


Fig. 90 Fig. 91 

În figura 91 am desenat și notat două drepte perpendiculare 
a şi b (deci m(- ad) = m(30,) — 90%); Seriem ab (sau ba) 
și citim: dreptele a și b sînt două drepte perpendiculare, sau dreapta a 
este perpendiculară pe dreapta b (şi invers). 

Dreptele| perpendiculare se desenează, de exemplu, cu: ajutorul 
unui instrument numit echer”. 

În figura 92 este reprezentat un echer pe care îl notăm ABC. 
Segmentele [AB], [BC] şi [CA] se mai numesc „laturile“ echerului 
şi sînt astfel construite încit m(3- CAB) — 905. 

Pentru a desena două drepte perpendiculare se aşază echerul 
pe foaia de hirtie şi cu virtul creionului parcurgem laturile [AC] și [A B] 
ale echerului, marcind în prealabil punctele A,.B, C. Urmele lăsate 
de creion pe foaia de hirtie, apoi „prelungite“, reprezintă două drepte 
AB şi AC, perpendiculare între ele în punctul A. Desenăm ca în 
figura 93 și scriem: AB_L AC (sau ACL AB). 

Drepte perpendiculare se pot desena şi cu ajutorul raportorului, 
în felul următor: marcăm pe foaia de hirtie trei puncte, și anume: 


+) Cuvintul „perpendicular“. vine din limba latină: perpendiculum = fir cu 
plumb. 
2) Cuvintul „ortogonal“ este compus din două cuvinte provenite din limba 
greacă: orthas = drept şi gonia — unghi. - 

? Cuvintul „echer“. este compus din două cuvinte provenite din limba latină: 
ez = de la, din şi guadrare = a tăia în unghiuri drepte. 
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centrul raportorului (notat, de exemplu, cu 0) şi două puncte în drep- 
tul diviziunilor 0* şi 90” ale raportorului (notate, de exemplu, cu A 
și B) (fig. Oa şi b); dreptele OA şi OB sint două drepte perpendicu- 
lare, deoarece m (3 A0B) = 90%, şi scriem: OA-LOB (sau OB-LOA). 


Fig. 94, a Fig. 94, b 


b 

Ne propunem să construim (desenăm) cu ajutorul riglei și al 
echerului: ă 

1) perpendiculara dintr-un punct dat pe o dreaptă dată (punctul 
dat este exterior dreptei date); 

2) perpendiculara pe o dreaptă dată într-un punct dat al ei (punctul 
dat este fixat pe dreapta dată); 

3) perpendiculara pe un segment dat, în mijlocul segmentului. 

1. Perpendiculara dintr-un punct dat pe o dreaptă dată 

Fie a dreapta dată și M punctul exterior ei, dat (Me a), (fig. 95). 
Aşezăm echerul astfel incit o latură a unghitilui drept să treacă prin 
punctul M, iar cealaltă latură a unghiului drept să coincidă cu dreapta 
a (fig. 96); marcăm cu creionul pe dreapta a, în dreptul punctului A 
al echerului, un punct M'(M' <a), apoi, unind punctele M și M', punem 
în evidenţă dreapta MM" (fig. 97). Scriem: MM'_La (sau aL MM”). 


[ră 


pac! eat: 


Fig. 95 Fig. 9% Fig. 97 


În acest mod, am construit cu echerul o perpendiculară ( dreapta MM") 
din punctul dat, M, pe dreapta dată, a. Punctul M', unde perpendicu- 
lara MM” intersectează dreapta dată a, se numește piciorul perpendi- 
cularei duse din punctul M pe dreapta a. 

Această perpendiculară este unică, adică dintr-un punct oarecare 
M, exterior unei drepte date a, se poate duce pe dreapta a o singură 
perpendiculară. Distanţa dintre punctele M şi M' se numeşte distanța 
de la punctul M la dreapta a. Aşadar, prin „distanţa de la un punct la 
o dreaptă“ vom înţelege distanța dintre punctul considerat şi piciorul 
perpendicularei din acel punct pe acea dreaptă. 
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Observaţie. Pentru a ilustra grafic un punct M care se află la „dis- 
tanța m“ de o dreaptă d, trebuie să facem două desene, deoarece pune- 
tul M se poate găsi într-unul sau în celălalt dintre cele două semiplane 
determinate de dreapta d. Executăm un singur desen numai atunci 
cînd se precizează în ce semiplan determinat de dreapta d se află 
punctul M. 

2. Perpendiculara pe o dreaptă dată într-un punct dat al ei 

Fie a dreapta dată şi VW punctul dat, (Na) (fig. 98). 

Așezăm echerul astfel încit o latură a unghiului drept al său să 
coincidă cu dreapta a, iar virtul unghiului drept al echerului să coin- 
cidă cu punctul N (fig. 99). 


Fig. 98 Fig. 99 Fig. 100 


Din punctul JW, pe cealaltă latură a unghiului drept al echerului 
„trasăm“ cu creionul dreapta perpendiculară pe care fixăm, de exem- 
plu, un punct C” (fig. 100). Soriem: CN a (sau aL CN). 

n această situaţie, spunem că am construit cu echerul o perpen- 
diculară (C'N ) pe dreapta dată a, într-un punct dat al ei, N. 

Și în acest caz, dreapta perpendiculară C'W este unică, în sensul 
că prin punctul dat NE a există o singură perpendiculară pe dreapta a. 

n acest caz, piciorul perpendicularei este chiar punctul W; 
deci distanţa de la W la dreapta a este măsura segmentului „nul“, 
„adică este egală cu „zeru“. 

3. Perpendiculara pe un segment dat, în mijlocul segmentului. 

Fie [ÎN] segmentul dat și punctul A” mijlocul lui (4 E [MW] şi 
[LMA(A'NI), (fig. 101). RP 

Urmează să executăm o construcţie cu- M A N 
noscută, și anume: în punctul A' E[ MN] Fig. 101 
desenăm, cu ajutorul echerului, o perpen- 
diculară pe dreapta MW. Notăm perpen- 
diculara construită, de exemplu, cu 27 
(fig. 102). Soriem: 1) zy L [MN] și 
2) [MA'E(A'N]. Dreăpta zy, astfel con- 
struită, se numeşte „mediatoarea” segmen- 
tului MW“. Așadar, putem da următoa- 
rea definiţie. 


Fig. 102 


1) Cuvintul, „mediatoare“ vine din limba latină: mediator-oris = mijlocitor, 
care este la mijloc. 
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Definiţie. Mediatoarea unui segment este dreapta perpendi- 


culară pe segment în mijlocul segmentului. 


Să reținem că un segment are o singură mediatoare. d 
Dacă două drepte care se intersectează nu sint perpendiculare, 


atunci se spune că una este oblică” faţă de cealaltă. În figura 103 sînt; 
pesenate perpendiculara şi o oblică din punctul A la dreapta a. 


A 
Oblica dusă din punctul A 

Perpendiculara, pe deapia a 

dusă in punctul Aj 

pe crezotaia piciarul obhicei 

a Fig. 103 
Piciorul perpendicularei 

e 9. întrebări şi exerciţii = 


1. Stabiliţi care dintre următoarele propoziţii sint adevărate şi care sint false: 
1) În jurul unui punct, considerat virt de unghiuri, se pot desena: a) cel:mult 


sau b) cel puţin patru unghiuri adiacente două cite două și fiecare cu măsura de 
cite 905. 


2) Două drepte perpendiculare formează în jurul punctului de concurență 


patru unghiuri, dintre care: a) toate sint ascuţite; b) toate sint obtuze; c) toate 


sint 


*A 


drepte; d) două sint ascuţite şi două sint obtuze. 
3) Printr-un punct exterior unei drepte, se poate duce pe acea dreaptă: a) o 
perpendiculară; b) o singură perpon- 
diculară. 
2. Reproduceţi în caietele voastre _ 
desenul din figura 104 şi, folosind e- 
cherul, puneţi în evidenţă pe desenul 
Z__ reprodus: 


*a 


703 a) perpendicularele pe dreapta d 
4 din punctele A, B şi C; 
: ce b) perpendicularele pe dreapta d 
Fig. 104 în punctele, FF şi G. 
3. Folosind acelaşi desen, indicaţi cu ajutorul echerului următoarele: distanţe: 
a) de la punctul A la dreapta d; b) de la punctul B la dreapta d; 
c) de la punctul C la dreapta d; d) de la punctul F'la dreapta d; 
e) de la punctul A la punctul B; f) de la punctul A la punctul £; 
) de la punctul B la punctul C; h) de la punctul F la punctul G. 
4. Ştim că segmentul [AB] are lungimea de 6 cm. Fie M mijlocul său, iar C 


— 
Li E 


un punct ce nu aparţine dreptei AB. Dacă dreapta MC este perpendiculară pe 
dreapta AB, cum se numește dreapta MC? Ilustraţi grafic această situaţie. 


5. Folosind convențiile de desen şi notații, ilustraţi grafic: 
1) Dreptele a şi & perpendiculare între ele în punctul O. 


1) cuvintul „oblică“ vine din limba latină: obliguus = pieziș, inclinat. 
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2) Distanţele de Ia punctele A şi R(4 7 B) la dreapta c, care sint de 4 cm 
şi: a) punctele A şi B sînt de o parte şi de alta a dreptei c; b) punctele A şi E sint 
în acelaşi semiplan. 

3) Distanța de la punctul A la dreapta d, de: a) A4' = 3cm; b) A4' = 
= 4 cm; e) A4'=0 em. 

4) Distanţele de la punctele A şi B (A ş B) la dreapta a care sint de 5 cm 
şi dreapta AB este perpendiculară pe dreapta a (AB L a). 

6. Două unghiuri sint adiacente și complementăre. Cite grade are unghiul 
care se obține dacă se adună: a) jumătăţile lor; b) cite o treime din fiecare; c) du- 
blul primului unghi cu dublul unghiului al doilea. 

7. Două unghiuri sint adiacente și suplementare. Cite grade are unghiul 
care-se obține dacă se adună: a) jumătăţile lor; b) cite o treime din fiecare. 

- Să se deseneze, cu ajutorul raportorului, un unghi a cărui măsură să fie 
de 30% şi apoi să se construiască, folosind numai rigla și echerul: a) complementul 
lui; b) suplementul lui. 

9. Să se repete construcţiile cerute la problema precedentă în cazul unghiu- 
rilor care au măsurile de 40% și respectiv de 70%, 

10, Să se deseneze un unghi oarecare AOB. Semidreptele [OA” şi [OB sînt 
opusele semidreptelor [OA și respectiv [OB. Se notează m (32 405) — m (3 X); 
m (3 408) = m (3 Y); m (3 BOA") = m (2), 

Ce relaţie există intre unghiurile X și Y; între unghiurile X şi 
ghiurile Y și Z? 

11; În figura 105, punctele A, O și D sint colineare. Cunoscind că m (32 408)= 
= 40 şi că [OB LOC, să se calculeze m (3 COD). 


Q 
8 CX E, 
N 
A 7) D Mm Ss R 
12. În figura 106, punctele M, S şi R sint colineare. Dacă semidreptele [SAN 
şi [SO sint bisectoarele unghiurilor MSP şi PSR şi m (3 MSN) = 20%, să se cal- 
culeze: a) m (3 PSR); b) m (32 NS). Cum sint semiăreptele [SN și [SQ una 
față de cealaltă? 

13. În figura 107, punctele A, O și F sint colineare. Dacă semidreapta [OC 

60, 


este bisectoarea unghiului BOD, m (3 EOD) = 20% şi m (3 DOB) să se 
calculeze măsura unghiului format de bisectoarele unghiurilor AO şi BOL. 


8 fi 
3 E 
di 
D 
ua ERA 
27 [7] E A o c 


Fig. 107 Fig. 108 


; între un- 


Fig. 105 Fig. 106 


14. În figura 108, punctele A,0 şi C sint colineare, m (3 EOD) — 70% şi 
m (35 DOC) = 30%. Un punct B este în acelaşi semiplan cu D şi £ faţă de dreapta 
AC. Calculaţi m (3% FOB); dacă m (IL BOC) este de: a) 80; b) 40%; c) 100%; d) 1256, 
Carui interior de unghi aparţine punctul B, în fiecare caz în pârte? 
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18. CERCULUI >: 


Detiniţie. Figura geometrică alcătuită din toate punctele 
din plan care sînt la aceeaşi distanţă de un punct fix, numit centru”, 
se numește cere. 

Se numeşte rază” a cercului segmentul care unește centrul cercului 
cu un punct oarecare al figurii geometrice. Prin „rază“ mai înţelegem 
şi lungimea acestui segment. 

Instrumentul cu ajutorul căruia desenăm cercuri se numeşte 
compaste (fig. 109). Ş 

Cum desenăm un cerc? Însemnăm pe foaia de 
hirtie un punct, de exemplu, punctul O (el va fi punc- 
tul fix — centrul). Fixăm piciorul cu: ac al compasu- 
lui în punctul O și dăm compasului o mişcare de 
„rotaţie“. Creionul compasului va descrie figura geo- 
metrică numită „cere“ (fig. 110). Trebuie să avern 
grijă ca figura construită „să se închidă“, altfel nu 
am desena toate punctele cercului. Figura 111, de 
exemplu, nu reprezintă un cere, deoarece nu au fost 
Fig. 107 desenate toate punctele cercului. 


După ce s-a desenat corect“ un cerc şi s-a notat centrul lui, se 
pot desena pe foaia de hirtie diferite puncte, ca în figura 112. 
ZI 


(E 
a 6 


ACR E 
: Sa 


Fig. 110 Fig. 111 Fig. 412 

Despre punctele E, HI, C, K, D obișnuim să spunem că „aparţin 
cercului“. Lungimile segmentelor. [0], [OH], [OC], [OK], [OD] sint 
egale între ele şi egale cu raza cercului desenat. Scriem aceasta 
astfel: OE = OH = OC = OK =0D =r (raza). 

Segmentul ale cărui extremităţi sint două puncte ce aparţin unui 
cere şi care conţine centrul cercului se numeşte diametrul” cercului. 
În figura 112, [EK] este un diametru (E, O, K sint colineare). Vom 
putea deci scrie: EK = 2-r (r fiind raza cercului). 


x 
Z 


1) Cuvintul „cere“ : cireus = 
=) Cuvintul „ceri 
3 Cuvintul ura ine din limba latină: radius — spiţă. 
Cuvintul "compas“ este compus din două cuvinte provenite din limba 
latină: com = cu şi passus = pas, deschidere. 
3 Cuvintul „diamelru“ este compus din două cuvinte provenite din limba 
greacă: dia = prin şi metron = măsură. 
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Despre punctele A, P obișnuim să spunem că aparţin „interiorului 
cercului“. Se observă că lungimea segmentului [0A] cit şi lungimea 
segmentului [OB] sint mai mici decit raza cercului desenat. Scriem 
aceasta astiel: OA <r, OB -<r. 

Despre punctele F, G, 7 obișnuim să spunem că aparţin „exterio- 
rului cercului“. În acest caz, observăm că lungimile segmentelor 
[OF], [OG], [07] sînt mai mari decit raza cercului desenat. Scriem 
aceasta astiel: OF >r,0G >r, 0I >r. 

Să presupunem că desenăm „două“ cercuri, cu centrele în punctele 0, şi Oa, 
care au razele de „lungimi“ diferite. Cercul de centru 0, — de exemplu — să aibă 
raza r, mai mare decit raza r a cercului de centru Op (ru > ra). 

Sint. posibile următoarele situaţii geometrice. 

a) Cercurile desenate să nu aibă nici ună” 


punct comun şi nici interioarele celor dou 
cercuri să nu aibă puncte comune, ca în [i- 
gura 113. 


Despre astiel de cercuri obişnuim să A 8 


spunem că sint fiecare în exteriorul celuilalt, 
sau „cercuri exterioare“. Se observă că distanța 
dintre centrele O, şi Oa, care se numeşte chiar 
„distanţa centrelor“, este mai mare decit suma 
razelor, adică: 0,0 >0,4 + OB (unde 0,4 — 
= Ta și OB = ra), Bau 0,03 >ri + ra. 

b) Cercurile desenate să aibă un singur 
punct comun, de exemplu punctul A, iar interioa- 
vele celor două cercuri să nu aibă puncte comune, 
ca în figura 114. 

Obimnuira să numim astfel de cercuri cercuri 
tangentei! fiecare în exteriorul celuilalt sau „cer- 
curi tangente exterioare“. Punctul A se numeşte 
„punct de tangenţă“. Se observă că distanţa cen- 
trelor 0,0, este egală cu suma razelor, adică: 0,02 = OA + OA 
0.0, = 0,4 + OA (unde 0,4 =r, şi Oi =), [002 = n +ra) 
sau 0,0 = ru + ra: Fig. 114 

c) Cercurile desenate 
să aibă două puncte dif 
te comune, de exemplu A 
şi B(A 4 B şi să existe 


A 
puncte interioare comune TA 
celor două cercuri, ca în fi- e 


gura 115 sau în figura 116. SE, 
(:) 


2% SOA+a8 (on) 
Fig. 113 


Astiel de cercuri obiş- 
nuim să le numim „cercuri 


secante“2), 

Observăm că distanţa 0,03 <04+0,4=0,8+08 004 30/48 DADA E, 
centrelor 0,0, este mai mică DU A lada d 0 DA AB 0 
decît suma razelor, adică: et FA le EPA e URI 
0.0a < OA + OzA (sau (n-a < 00 < i +Ta nora <A <1;+rp 
0.0 <0,B + 0,B), unde Fig. 115 Fig. 116 
0.40, B=ru și OA —0,B—rs. ze 


1 Cuvintul „tangent“ vine din limba latină: tangere — a atinge. 
2 Cuvintul „secant“ vine din limba latină: secare = a tăia. 


Pi 


a, observăm că distanţa centrelor este mai mare decit, diferența 
0.02 >O0,4 —OzA4 (sau 0,0, >0,B —0,B). 
de mai sus pot fi rezurnate astfel 
Ti — Pa <0,0a, <rkra 

d) Cercurile desenate să aibă un singur punct comun, 
de exemplu punctul A şi toate punctele interioare cercu- 
lui cu rază mai mică să aparţină interiorului cercului cu 
raza mai mare, ca în figura 117. 

0, Convenim să numim astfel de cercuri cercuri tan- 
gente, unul în interiorul celuilalt sau „cercuri tangente 
interioare“, Punctul A se numeşte „punct de tangenţă“, 
Observăm că distanța centrelor 0,0, este egală, în acest 

0,02 04-04 caz, cu diferența dintre cele două raze, adică:0,0, 


[00 =r,-r 1 OA — OA, (unde 0,4 =, şi Os4 = ra), sau 0,0, 
“pita 


Fig. 117 


e) Cercurile desenate să nu aibă nici un punct co- 
mun, dar toate punctele interioare cercului cu rază mai 
A mică să aparțină interiorului cercului cu rază mai mare, 
a ca în figura 418, 

Numim astfel de cercuri cercuri, unul în interiorul 
celuilalt sau „cercuri interioare“. Se observă că distanţa 
centrelor este mai mică decit diferența razelor, adică 
0.0, < 0.4 —0;B (unde 0,4 =r, şi OB =rp), sau 
0.0, <r, —r, 


d, 0<0QA-0,8 
(0,0 <n-r2) 


Fig. 118 4 pi Su 
1) Cercurile desenate să nu aibă nici un punct co- 


mun, dar toate punctele interioare cercului de rază mai 
mică să aparţină interiorului cercului de rază mai mare, 
iar centrele O, şi O, să fie puncte identice“, (0, =0,), 

A ca în figura 149. 
În acest caz cercurile se numesc „cercuri concen- 
trice“, iar distanța centrelor 0, şi O, este egală cu 

zero (0,0, =0). 


90 =0 Fig. 119 


e 10. Exerciţii 


1, Folosind convențiile de desen și notații, ilustraţi grafic: 

a) Zece puncte: As, As As: ---> Aso ştiind că distanţele lor la un punct fix PB 
sint egale intre ele. 

b) Se dau punctele A, A”, B, B' (diferite două cite două); știind că sint inde- 
plinite simultan (în acelaşi timp), condiţiile: AA'_L BB, AA' N BB — 40) și 
OA =04' =0B —0B' — 3 cm. Cum putem fixa pe această figură încă două 
puncte C şi D, diferite de primele şi diferite între ele, dacă OC = 0D? 

2. Fie O centrul unui cerc. Segmentul [OA] este o rază a acestui cerc (04 = 
= 3 cm). Desenaţi cercul de centru O şi rază OA, precum şi punctele A, E şi C 
(4 4 B 4 C) în următoarele situaţii: a) Punctele A,0, B sint colineare, OA —. 
=0B =0C şi OC_L AB. b) OA=O0B, OA LOB,OC =—2cm și punctul C 
aparţine exteriorului unghiului AOB. c) OA = OB, m (3% A0OB) = 60, 0C = 4 em 
şi punctul C aparţine interiorului unghiului AO B. 


1 cuvintul „concentrice“ este compus din două cuvinte provenite din limba 
latină: con = cu, împreună şi centrum = centru. 
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i 3. Ştiind că 0,0, = 4 cm, ilustraţi grafie şi apoi 
numiţi cercurile care au centrele în punctele O, și Oa și 


au razele r, și respectiv ra egale cu: a) r, — 2cm; rg — 
= 1,5 cm; b) ri = 15 com; ra =3,5em; c) ri = 25 cm; 
15cm; d) ri —5cm; ra=tem; e)r, =6cm; 


ra = Vom. 
15 4. În figura 4120 cerourile sint concentrice. Determi- 
naţi lungimea segmentului [CD] (punctele O, C, D sint co- / 
lineare), dacă vaza 04 — 3 cm şi raza OB = 4 Cm. 

5. Notăm centrele a două cercuri cu A și B, razele 
lor (in această ordine) sint 7, = 2 cm şi r = 3cm, De- Fig. 120 
senaţi aceste cercuri dacă ele sint: a) cercuri exterioare; 
b) cercuri tangente exterioare (notaţi punctul de tangenţă cu C); c) cercuri se- 
cante. (notaţi punctele comune cu C şi D); d) cercuri tangente interioare (notaţi 
punctul de tangenţă cu C); e) cercuri interioare; 1) cercuri concentrice. 


19. TRIUNGHIUL!) 


Să considerăm trei puncte necolineare A, B, C. Două cite două, 
aceste puncte determină segmentele [AB], [BC], [CA].- R 
Detiniţie. Se numeşte triunghi o figură geometrică ce rezultă 
dintr-o reuniune ca [ABJU[BC]U [CA], unde A, B, C sînt punete 
necolineare. a 
În figura 121 este desenat un triunghi, notat ABC. 
S-a convenit ca semnul „A“ să fie citit „triunghi. 
Deci notația „AABC“ se citeşte: „triunghiul ABC“, 
Elementele „cele mai importante“ ataşate unui 
triunghi ABC sint segmentele [AB], [BC] și [CA], care 
se numesc laturile triunghiului şi unghiurile BAC, ABC 
şi ACB (numite, pe scurt şi X A,X B şi XC), care se 
numesc unghiurile triunghiului. Observăm că, spre deo- 8 
sebire de laturile unui unghi care sint semidrepte, latu- Fig. 124 
rile unui triunghi sint segmente; deci cuvintul „latură“, 
luat izolat, n-are nici un sens în geometrie. A 
Despre un punct care aparţine interiorului fiecăruia 
dintre unghiurile unui triunghi spunem că este în „interi- SUA 
orul“ triunghiului. În figura 122, punctul M este în inte- p 
riorul AA BC. 
Un punct este în „ezteriorul“ triunghiului dacă a8 
parţine planului acestuia, dar nu este nici „în interiorul“ Fig. 422 [3 
lui şi nici nu aparţine vreuneia dintre laturile sale. În 
aceeași figură 122, pun ctul P este în exteriorul AA BC, 
iar punctul FR aparţine laturii [AB], deci triunghiului ABC. 
Spunem că 3 ABC se „opune“ laturii LAC] şi invers: latura [AC] 
se „opune“ X ABC... ete. 


1) Cuvintul „triunghi“ este compus din două cuvinte provenite din limba 
latină: tri = (cu) trei şi angulus = unghi. : 


o 
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O latură a unui triunghi se numeşte „alăturată“ unghiurilor ale 
căror virfuri sînt în capetele sale. În figura 122, latura [BC] este „ală- 
turată“ unghiurilor B şi C. 

Despre un unghi al unui triunghi se spune că este „cuprins“ 
între acele laturi ale triunghiului care, ca segmente, sint incluse în 
laturile unghiului. De exemplu, în figura 122 % C este cuprins între 
laturile [CB] și [CA]. 

Oricărui triunghi îi corespund deci şase elemente, care uneori sint 
exprimate în numere (lungimile laturilor sale şi măsurile unghiurilor 
sale). 

Pentru lungimile laturilor unui triunghi s-a mai convenit şi urmă- 
toarea notație: latura [BC], care se opune unghiului A, să se noteze 
cu „a“, latura [CA], care se opune unghiului B, să se noteze cu „b“ 
şi latura [AB], care se opune unghiului C, să se noteze cu „ce“. 

Suma lungimilor laturilor A ABC, adică: BC+ CA + AB = 
= ab + e se numește perimetrul! A A BC. Obișnuim să notăm peri- 
metrul și astfel: 2p =a-+b-+c, deci p este semiperimetrul: 

a4+b+e 
pe 

'Triunghiurile pot fi clasificate după măsurile unghiurilor lor, astfel: 

a) Dacă un triunghi are toate unghiurile ascuţite (cu măsurile 
mai mici de 90%), el se numeşte triunghi ascuțitunghic. Îl desenăm, de 
exemplu, ca în figura 123,a și scriem: m(X A) < 90%, m (3 B) < 90%, 
m(%X C) < 90; 


G 


Fig. 123 


b) Dacă un triunghi are un unghi drept — cu măsura de 90 — 
(el nu mai poate avea încă un unghi drept sau un unghi obtuz) se 
numește triunghi dreptunghic. Îl desenăm, de exemplu, ca în figura 
123,b şi scriem: m(3 A”) = 90%. (Latura care se opune unghiului drept 
se numește ipotenuză?, iar celelalte două se numesc catete?).) 

c) Dacă un triunghi are un unghi obtuz, (el nu mai poate avea 
încă un alt unghi obtuz sau unghi drept) se numește triunghi obtuzun- 
ghic, ca de exemplu cel din figura 123,c, şi scriem: m(%X M) > 90%. 


W Cuvintul „perimetru“ este compus din două cuvinte provenite din limba 
greacă: peri = imprejur și metron — măsură. 

2) Cuvintul „ipotenuză“ este compus din două cuvinte provenite din limba 
greacă: hypo = dedesubt şi teinein = a intinde. 

% Cuvintul „catetă“ provine din limba greacă: kathetos = perpendiculară. 
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Triunghiurile mai pot purta și alte denumiri, după lungimile 
comparative ale laturilor lor, fără ca aceasta să constituie un criteriu 
de clasificare. 

a) Dacă un triunghi are laturile de lungimi A 
diterite, el se numește triunghi oarecare sau triun- 
ghi scalen2. Îl desenăm ca în figura 124; dacă 
dorim, marcăm cu un număr diferit de liniuţe 


laturile lui, deoarece acestea nu sint congruente g e 
şi scriem: [AB] [BC], [BCIZ [CA] şi [CA] Ra 
=[ABI: 


b) Dacă un triunghi are două laturi congruente (cu aceeași lun: 
gime), el se numeşte triunghi isoscel”. Îl desenăm ca în figura 125 și, 
dacă dorim, marcăm cu același număr de liniuţe laturile congruente şi 
scriem: [AB] [AC], respec- 
tiv LMN]=(MP]. S-a convenit A 
ca latura necongruentă ([BC], M 


respectiv [N P]) să se numească 
baza“ triunghiului isoscel, iar 
virful unghiului opus bazei să N p 


se numească vîrful triunghiu- 8 si p 
lui isoscel (punctul A, respec- a Fig. 125 
tiv M). 

e) Dacă un triunghi are toate laturile congruente 7 
(eu aceeaşi lungime) el se numește triunghi echilate- 
rals. Îl desenăm ca în figura 126, şi, de asemenea, 
dacă dorim, marcăm cu acelaşi număr de liniuţe 
laturile și scriem: [AB] = [ [CA]. 

Observăm că triunghiul echilateral este un „triun- 8 e 
ghi isoscel particular“,deci mulţimea triunghiurilor echi- Fig. 126 
laterale este inclusă în mulţimea triunghiurilor isoscele. 
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20. LINIILE IMPORTANTE ÎN TRIUNGHI 


Într-un triunghi, în afară de „elementele cele mai importante“ 
(laturile şi unghiurile), mai sînt și alte „elemente“ ale sale, pe care le 
menţionăm: 


+) Cuvintul „criteriu“ vine din limba greacă: kriteryon = mijloc de recunoaş- 
tere, punct de vedere, apreciere, principiu după care se face o anumită clasificare. 

2 Cuvintul „sealen“ vine din limba greacă: skalenos = şchiop. 

» Cuvintul „isoscel“ este compus din două cuvinte provenite din limba greacă: 
isos = egal şi sclielos = pici 

+ Cuvintul „bază ină: basis = sprijin, bază. 

3) Cuvintul „echilateral“ este compus din două cuvinte provenite din limba 
latină: aeguus = egal şi latus-eris = latură. 
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A 1) Fie, de exemplu, punctul A” mijlo- 
cul laturii [BC], în triunghiul ABC ([BA!] 
=[4'C], fig. 127). 

Segmentul cu extremităţile A şi A” (vir- 
ful triunghiului şi mijlocul laturii opuse) se 

77 numește mediana! corespunzătoare laturii 

Fie rai LBC]. Faptul că, în triunghiul ABC, [AA] 

este mediană, se poate scrie: A' e (BC) 

şi [BA'] = [A'C]. Uneori prin mediană înţelegem dreapta AA”, 

alteori semidreapta [AA'. Se obișnuieşte ca punctul A' să se nu- 
mească „piciorul medianei“ corespunzătoare laturii [BC). 

Cind privim mediana ca segment, putem vorbi de „lungimea me- 
dianei“. Lungimea medianei se notează, de obicei, cu litera 7, (7, 
= AA", m, fiind lungimea medianei corespunzătoare laturii de lungime a). 

Să reținem că un triunghi are trei mediane: [AA'], [BB], [CC] şi 
că dreptele AA”, BB', CC' sint, toate trei, concurente în același punct, 
notat, de obicei, cu litera G, numit centrul de greutate al triunghiului. 
Gentil de greutate G al unui triunghi este un punct interior triun- 
ghiului. 

2) Fie, de exemplu, punctul A, intersecţia bisectoarei unghiului 
BAC altriunghiului A BC cu dreapta BC (3 BAA, SX AAC, fig. 128). 

A Se spune că [AA,] este o bisectoare 
interioară a triunghiului A BC (cea corespun- 
zătoare unghiului A). Uneori prin bisectoarea 
interioară a triunghiului înţelegem bisectoa- 
rea unghiului respectiv al triunghiului, Fap- 

Pi e tul că, în triunghiul ABC, [AA,] este bisec- 

al) toare, se poate scrie: A, E (BC) și X BAA, 
„Fa 128 = X 4,40. 

Cind privim bisectoarea ca segment, 

putem vorbi de „lungimea bisectoarei“. Lun- 

8 gimea bisectoarei interioare se notează, de 


9) obicei cu litera 1 (l, = A Au,l, fiind lungimea 
bisectoarei interioare corespunzătoare un- 

8 c ghiului A). În acest caz, se obișnuiește ca 
47 - punctul A, să se numească „piciorul bisectoa- 

Fig. 129 rei“ corespunzătoare virtului A. Faptul că, 


în triunghiul ABC, [AA,] este bisectoarea unghiului BAC se poate 
scrie: A, € (BC) şi X BAA, 2% CAA,. 

Să reținem că un triunghi are trei bisectoare interioare: [AA], 
[BB], [CC], incluse în bisectoarele unghiurilor respective şi că drep- 
tele AA, BB,, CC, sint, toate trei, concurente în același punct, 
notat, de obicei, cu litera Ț, care este „centrul cercului înscris în tri- 
unghiul ABC“. Centrul cercului înscris (J) al unui triunghi este un 
punct în interiorul triunghiului (fig. 129). 


1) Cuvintul „mediană“ vine din limba latină: medianus = de mijloc. 
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3) Fie, de exemplu, punctul A, intersecţia perpendicularei din 
virful A al triunghiului ABC cu dreapta BC (AA, | BC, fig. 130). 

Segmentul cu extremităţile A şi A, se numeşte înălțimea” din A 
a triunghiului ABC. Se obișnuiește ca punctul A să se numească 
„piciorul înălţimii“ din A. Uneori prin înălțime înţelegem dreapta A Aş. 
Faptul că, în triunghiul ABC, [AA,] este înălțime, se poate scrie: 
Aa € BC și AA,L BC. 

Cind privim înălţimea ca segment, putem vorbi de „lungimea 
înălţimii“. Lungimea înălţimii se notează, de obicei cu litera / (fa = 
= AAg, h, fiind lungimea înălţimii din virtul A). 

Să reținem că un triunghi are trei înălţimi: [A A2J,[B8,], [CC] şi 
că dreptele AA, BB,, CC, sint, toate trei, concurente în același punct 
notat, de obicei, cu litera H (numit ortocentru”, deoarece prin el trec 
înălțimile care sint ortogonale în raport cu laturile). 

A 


4 N => 
g ) a 
“] oaia deziB 5 Fig. 130 

În figura 130,a, triunghiul ABC este ascuţitunghic. Picioarele 
înălțimilor din A, B, C pe laturile opuse sînt puncte interioare 
laturilor. triunghiului (As € (BC), BE (CA) şi Ca E(4B)). Orto- 
centrul unui triunghi ascuţitu nghic este un punct interior triunghiului. 

În figura 130,5, triunghiul ABC este dre tunghic în B(m(% B)= 
= 90), Picioarele înălțimilor din A şi C pe laturile opuse coincid cu 
punctul B; piciorul înălţimii din B pe AC este un punct interior laturii 
(AC), (Ba € (AC)). Ortocentrul unui triunghi dreptunghic este chiar 
virtul unghiului drept. 

În figura 130, c, triunghiul ABC este obtuzunghic în B(m(% B)= 
> 90%). Piciorul înălţimii din A (punctul 44) şi al înălţimii din C 
(punctul C;) nu sînt puncte interioare laturii [BC] și respectiv [AB]. 
Piciorul înălțimii duse din B (punctul B,) este un punct interior segmen- 
tului (AC), (B, € (AC)). Ortocentrul H al unui triunghi obtuzunghic 
este un punct exterior triunghiului. 

4) Dacă în A ABC punctul A” este mijlocul A x 
segmentului [BC] ((BA']= [A'C] ) şi construim 
în punctul A' dreapta z perpendiculară pe 
dreapta BC (zy-L BC) (fig. 131), spunem că 


dreapta zy este mediatoarea laturii [BC]. Faptul 8 TA” (5 
că, în AABC, zy este mediatoarea corespun- | 
zătoare laturii [BC] se poate scrie: A” € (BC) y 

și [BA'](A'C] şi zy A BC. Fig. 131 


1 Cuvintul „înălțime“ vine din limba latină: in-altum = înalt, adinc- 
2 Cuvintul „ortocentru“ este compus din două cuvinte provenite din limba 
greacă: orthos = drept şi kentron = centru. 
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Să reținem că un triunghi are trei media- 
toare şi că ele sint toate trei concurente în ace- 
laşi punct notat cu litera O, care este „centrul 
cercului circumscris“ triunghiului (fig. 132). 
Punctul de concurenţă (intersecţie) a mediatoa- 
relor este un punct: a) interior triunghiului, în 
cazul triunghiurilor ascuţitunghice; b) situat, 
pe cea mai mare dintre laturile lui, în cazul 
triunghiurilor dreptunghice; _c) exterior tri- 
unghiului, în cazul triunghiurilor obtuzun- 

Fig. 132 ghice. 

Așadar, un triunghi are „trei mediane“, „trei înălțimi“, „trei 
bisectoare“ şi „trei mediatoare“. Acestea se numesc linii (drepte) 
importante în triunghi. 

Demonstraţiile privind concurența medianelor, a _bisectoarelor, 
a înălțimilor şi a mediatoarelor unui triunghi se vor făce mai tirziu. 


e 11. Exerciţii 


1. Marcind segmentele congruente cu ajutorul liniuţelor, deea triunghiu- 
vile: a) MN P isoscel (MN! N P)); b) M'"P' echilateral; c)_MN,Pa oarecare. 
(Cum marcăm faptul că laturile acestui triunghi sint de lungimi diferite?) 
Desenaţi în A ABC mediana din virtul A, în cazul cind AA BC este: 
țitunghie; b) dreptunghic in A; c) obtuzunghic. (mi A) > 90%), 

Desenaţi în A A'B'C” înălțimea din virtul A", in cazul cind A A'B'0' 
a) ascuţitunghic; b) dreptunghic în B'; e) obtuzunghic (m(37 B) > E 
4. Desenaţi în AA,B,C, bisectoarea unghiului A,. în c 

este: A) uscuţitunghic; b) dreptunghic în A,; c) obluzungh 

5. Desenaţi in AMN P mediatoarea corespunzătoare latu 
cind AMNP_ este: a) ascuţitunghic; b) dreptunghic în JM; c) obtuzunghic 
(Um(32 M) => 90%). 

4, Desenaţi în A obtuzunghic MNP (m(32 M) > 90%): a) înălțimile din 
vinturile. P şi AN şi notaţi punctul lor de intersecţie; b) mediatoarele laturilor | MP] 
şi LUN] şi notaţi punctul lor de intersecţie. 

7. Desenaţi în triunghiul dreptunghic A BC (m(E A) = 90): 

u) înălțimile din B şi C şi notaţi punctul lor de în ersecţie; b) mediatoarele 
laturilor [AB] şi LAC] şi notaţi punctul lor de intersecţie. 


21. CONSTRUCŢIA TRIUNGHIURILOR 
a) Ne punem acum problema să construim un triunghi care are 
măsura unghiului A de 40, lungimea laturii AB de 4 cm şi lungimea 

laturii AC de 3 cm. 

E: Desenăm pentru aceasta un unghi de 
40, notăm cu A virtul lui şi aşezăm pe 
co laturile sale segmentele [AB] de lungime 
4 cm şi [AC] de lungime 3 cm (fig. 133). 
402 Pta Construcţia triunghiului cerut s-a ter- 
A minat, deoarece am reuşit să fixăm virfu- 
Fig. 133 rile triunghiului. Dacă s-ar cere ca triun- 


| 
ghiul nostru să aibă, în plus, unghiul din B de 100% și am construi se- 
midreapta respectivă cu originea în B, în același semiplan cu C deter- 
minat de dreapta AB, am avea toate șansele ca această semidreaptă 
să nu treacă prin C şi deci ca un astfel de triunghi să nu poată exista 
(fig. 184). 

b) Să conşiderăm acum 
o altă problemă de construcție 
a unui triunghi ABC avind 
lungimea laturii AB de 4 cm, 
măsura unghiului A de 30” 
şi cea a unghiului B de 50. 

Luăm, pentru rezolvarea 
ei, un segment [A B] cu lungi- 
- mea de 4 cm şi construim, cu ajutorul raportorului, semidreptele [Az 
şi [By, situate de aceeaşi parte a dreptei AB, care să formeze un- 
ghiurile m(X BAz) = 30* şi m(32 A By) = 50 (fig. 135). 

Virtul C al triunghiului va trebui să se găsească la intersecţia 
semidreptelor [Az şi [By. Odată determinat punctul C, construcţia 
triunghiului dorit este terminată, deoarece am reuşit să fixăm virfurile 
triunghiului, iar elementele rămase — lungimile laturilor [AC], [BC] 
şi măsura unghiului C — rezultă, determinate prin construcţie. 

În legătură cu o problemă de acest tip 
putem avea „surpriza“ ca semidreptele [Az + 
şi [By să nu se intersecteze și, deci, ca triun- 
ghiul ABC căutat să nu existe. De exemplu, 
dacă ni s-ar cere ca [AB] să aibă lungimea 
tot de 4 cm, dar măsurile unghiurilor A şi P) e 
B să fie de 100%, respectiv 120, (fig. 136). Fig. 136 

c) În sfirşit, să considerăm o a treia pro- 
blemă: Să se construiască un triunghi ABC astfel încit lungimile latu- 
rilor sale LAB], [BC], [CA] să fie de 2 cm, 1,5 cm şi 2,5 cm. 

Desenăm un segment [AB] cu lungimea de 2 cm și construim, cu 
ajutorul compasului, un cerc care să aibă centrul în punctul A şi 
vaza de 2,5 cm (toate punctele ce aparţin acestui cerc sint „depărtate“ 
de A la 2,5 cm); construim apoi un alt cerc care să aibă centrul în 
punctul B și raza de 1,5 cm (toate punctele ce aparţin acestui cere 
sînt „depărtate“ de B la 1,5 cm). Cum cel de-al treilea virf al triunghiu- 
lui (punctul C) trebuie să se „găsească“ la o distanţă de 2,5 cm de 
punctul A și la 1,5 cm de punctul B, înseamnă că el trebuie să apar- 
țină ambelor cercuri (fig. 137). 

Se observă că cercurile au două puncte comune (C și C'), rezultă 
că problema are două soluţii. Putem considera problema rezolvată, 
deoarece am reușit să fixăm virturile triunghiului. 

Și la o astfel de problemă putem avea „surpriza“ să nu existe 
soluţie, deoarece cele două cercuri pot să nu se intersecteze. 


A 


Fig. 134 Fig. 135 
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De exemplu, dacă ni s-ar cere să construim un triunghi cu: AB = 
= 15 cm, BC = 1 cm şi AC = 3 em (fig. 138). 

Construcţiile examinate mai sus ne conduc la a ne pune urmă- 
toarele probleme: 


4. Ce relaţii de mărime trebuie să eziste între trei numere pentru 
ca ele să poată reprezenta lungimile laturilor unui triunghi? 

2. Cît de mari pot să fie două numere, pentru ca ele să poată repre- 
zenta măsurile a două unghiuri ale unui triunghi? 

3. Cunoscînd lungimile a două laturi dintr-un triunghi și măsura 
unghiului cuprins între aceste laturi, să se calculeze lungimea celei de-a 
treia laturi precum şi măsurile celorlalte două unghiuri ale triunghiului. 

4. Cunoscînd lungimea unei laturi şi măsurile celor două unghiuri 
alăturate ei dintr-un triunghi, să se calculeze lungimile celorlalte două 
laturi şi măsura celui de-al treilea unghi ale triunghiului. 

5. Cunoscînd lungimile celor trei laturi ale unui triunghi, să se 
calculeze măsurile unghiurilor sale. 

La problemele 1 şi 2 vom da răspuns în cursul acestei clase, 
dar ceva mai tirziu. Problemele 3, 4, 5 sint mai dificile și le vom 
rezolva în anii viitori. 


e 12. Exerciţii 


1. Să se calculeze perimetrul A ABC dacă: a) AB =3 cm BC = 6 cm 
CA = 5cm; b) AB =7cm BC = 12cm CA = 11 cm; c) triunghiul este echi- 
lateral (AB =—7 cm); d) triunghiul este isoscel (AB = AC = 6 cm) cu baza 
BC = 4 em. 

2. Ce lungime au laturile A MN P dacă: a) Este isoscel, are perimetrul egal 
cu 410 om şi baza egală cu 30 cm; b) Este echilateral și are perimetrul egal cu 12 dm; 
c) lungimile laturilor sint numere naturale, consecutive; şi perimetrul egal cu 12; 
d) lungimile laturilor sint numere naturale, perimetrul cazul cu 45, iar lungimea 
uneia dintre laturi, mai mare cu 1 şi respectiv 5, decit a celorlalte două. 

3. Construiţi, folosind rigla gradată şi raportorul (unde este posibil și echerul), 
un triunghi ABC în care se cunosc datele de mai jos, (În fiecare caz în parte, spe: 
cificaţi denumirea -triunghiului construit, atit după măsurile unghiurilor lui, cit 
şi după lungimea comparativă a laturilor): a) AB = 3cm, BC = 5em și m(X 
3 ABC) = 10%; b) BC = 5 cm, m (X ABC) = 30 şi m (X: ACB) = 60%;c) AB = 
21 em, BC = 5 cm şi AC = 3cm; d) AB = AC = 4cm şi m(X BAC) = 905; 
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e) BC=7 cm şi m (X ABC) = m(X ACB) = 25; 1) BC = 3 cm şi m(X ABC) = 
= m (X ACB) = 605, 

4. Desenaţi, cu ajutorul echerului, înălțimile triunghiurilor ABC construite 
la subpunctele din exercițiul 3 și marcați locul ortocentrului fiecăruia. 

5, Desenaţi, cu ajutorul riglei gradate medianele triunghiurilor ABC din 
exerciţiul 3 şi marcați locul centrului de greutate al fiecăruia. 

6. Construiţi cu ajutorul raportorului bisectoarele unghiurilor triunuhiurilor 
ABC din exerciţiul 3 b) şi £) şi marcați locul centrului cercului inscris în fiecare 
dintre acestea. 

7. În construcţiile de triunghiuri de la exercițiul 3 au fost indicate: „Lun- 
gimile a două laturi și măsura unghiului cuprins intre ele“, „Lungimea unei laturi 
şi măsurile unghiurilor alăturate ei“ şi „Lungimile celor tei laturi“. Întrebarea 
care vi se adresează este dacă aceste trei moduri sint singurele de a „da“ (sau „de- 
termina“) un triunghi? Dacă mai sint și altele, care sint acestea? 

8. Să se construiască un triunghi ABC cunoscind m(3 A) = 35%, AB = 
= 5 cm şi BC = 4 cm (deci două laturi şi unghiul opus uneia din ele). Cite soluţii 
are problema? 

9. Să se construiască un triunghi ABC cunoscind m (IZA) = 1500, AB = 
= 2 om şi BC = 5 cm. Cite roluţii are problema? 

10. Aceeaşi problemă în cazul m (37 A) *, AB =4cm, BC =?cm, 
peace] şi în cazul m (3 A) = 145%, AB = Bem, BC = 4 cm, 

Arătaţi, folosind rigla şi compasul, că nu poate exista un triunghi cu 
iaturile de 4 cm, 9 cm, 14 em. Aceeaşi problemă pentru 4 cm, 9 cm, 3 cm. 


22. CAZURILE DE CONGRUENȚĂ A TRIUNGHIURILOR OARECARE 


Fie ABC şi A'B'C' două triunghiuri oarecare. Notaţia: A ABC 
A A'B'C' o citim „triunghiul ABC este congruent cu triunghiul 
A' pori şi înțelegem prin aceasta șase congruenţe, care au loc în 
același timp, și anume: 

(48) SA B', [BC] gale Cl ÎL ie E ia I 

1 XAEXA, 

ridicați a scrie cele şase fe olgrta se (tac seama că: 

1) Laturile și unghiurile celor două triunghiuri se corespund în 
ordinea dată (scrisă) de congruența celor două triunghiuri. Ele se 
mai numesc și elemente (laturi sau unghiuri) omoloage!. 

2) Laturile şi unghiurile celor două triunghiuri congruente, care 
se corespund (omoloage), sint congruente. 

n triunghiurile congruente ABC şi A'B'C', laturile omoloage: 
(care se corespund) ce sint congruente sint: [AB]=[A'B'], [BC]= 
=([B'C'], [CA] [C'A'], iar unghiurile omoloage (care se corespund) 
ce sint congruente sint: XCEXC, XASXA, XB=XB. 

În triunghiurile congruente MP şi ORS, laturile omoloage, 
care sînt congruente, sînt: [MN] [QR], [NP] (RS), [MP] 
iar unghiurile omoloage, care sint congruente, sint: X PX 


XM=XQXN=XR. 


1 Cuvintul „omolog“ vine din limba greacă: homologos = în armonie. 
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Să observăm că din A ABC=A A'B'C' nu rezultă A ABC 
= A A'C'B', dar din A ABC = A A'B'C' rezultă: A ACB A A'C'B' 
și încă alte patru astfel de relaţii. Ca exerciţiu vă propunem să le 
scrieţi pe toate. 


Ilustrăm grafic în figura 139, a și b elementele care sint respectiv 


cohgruente în triunghiurile congruente (AABCSAA'BC' şi 
A MNP= A QRS). 


A Zi 
I-3 A e 
-) CB! e N p a ai 
a b 


Fig. 139 


Experienţa ciștigată prin rezolvarea problemelor privind con- 
struirea de triunghiuri ne arată că următoarele afirmaţii, care se 
numesc „cazurile de congruenţă a triunghiurilor oarecare“, sint ade- 
vărate. 

Cazul 1. Dacă în triunghiurile oarecare ABC şi A'B'C' avem: 

m [ABIEIA'B), [BCI=I(BC] şi XB= 


A =XB, atunci AABC SAA'BC. Ca 
urmare, rezultă că și: X C=XC, XA 
= X A[ACI (AC. 

Pe scurt: două triunghiuri oarecare care 

8 C gt C” au cîte două laturi şi unghiul cuprins între 

R Fig. 140 ele respectiv congruente sînt congruente 
(fig. 140). 


Cazul 2. Dacă în triunghiurile oarecare ABC şi ABC avem: 
[BC]=(BC1,X BX B' şi XC XC, atunci A ABC A A'B'C', 


A a Ca urmare, rezultă că şi:X A=X A, 
[ACI S(A'C"], [AB] =[4'B7. 

Pe scurt: două triunghiuri oarecare care 
au cîte o latură şi unghiurile alăturate ei 
respectiv eongruente sînt congruente (fig. 
141). 

[A GB Zi Cazul .3. Dacă în triunghiurile oarecare 
Fig. 141 ABC și A'B'C' avem: [AB)=([A'B'I, LAC] 


=[A'C] şi [BC]=[B'C"], atunci A ABC 
= AA'B'C'. Ca urmare, rezultă că şi XC=XC,XBXB, 
XASXA. 
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Pe scurt: două triunghiuri oare- A 4 
care care au laturile respectiv congru- 
ente sînt congruente (fig. 142). 

Pentru a memora cu mai multă u- Ş 
șurinţă cele trei cazuri de congruenţă a £ CB 
triunghiurilor oarecare, se obișnuiește a Fig. 142 
se rezuma acestea astfel: cazul 1; LUL 
(adică: latură-unghi-latură), cazul 2: ULU (adic: 
unghi) și cazul 3: LLL (adică: latură-latură-latură). 

Observaţia 1. După ce am stabilit că două triunghiuri oarecare 
sînt congruente (conform unuia dintre cazurile de congruenţă), putem 
descoperi restul elementelor care sint, respectiv congruente, ţinind 
seamă și de faptul că: la laturi congruente se opun unghiuri respectiv 
congruente și, invers, la unghiuri congruente se opun laturi respectiv 
congruente. 

Observaţia 2. Într-un triunghi avem de considerat șase elemente 
principale, și anume: cele trei unghiuri și cele trei laturi. Este su- 
ficient să constatăm, în două triunghiuri oarecare, congruența a trei 
dintre aceste elemente, alese în mod convenabil, dintre care cel Da Aa 
un element să fie latură, pentru a putea afirma congruenţa celor 
două triunghiuri oarecare și, în particular, congruența celorlalte trei 
elemente. 

Cazurile de congruenţă a triunghiurilor oarecare asigură „alegerea 
convenabilă“ din două triunghiuri a trei dintre elementele principale. 
Oricare altă alegere din două triunghiuri a trei elemente congruente 
sau a unui număr mai mic de „trei“ elemete congruente nu „asigură“ 
congruenţa celor două triunghiuri şi, ca urmare, nici congruența 
celorlalte elemente. 

Aplicația 1. În figura 143, la triunghiurile ABC și A'C'B' sint 
marcate elementele „respectiv“ congruente. Se cere să precizăm dacă 
triunghiurile desenate sint congruente. Conform indicaţiilor de pe 
figură, putem afirma că triunghiurile ABC şi A'C'B' sînt congruente 
conform cazului 1 de congruenţă (LUL) 
și scriem A ABC= A A'C'B'. (în a- A 
ceastă ordine). Ca urmare, și celelalte 
„trei“ elemente, care nu sint marcate - 
pe figură, sînt „respectiv“ congruente, c 
adică în această congruenţă ele se B 
corespund astfel: [BC]=[C'8'],%X B= 
XC şi XCeXB. B Di 

Aplicația 2. Despre triunghiurile Fig. 143 
din figura 144 ni se dau următoarele 
informaţii: [BC] = [0,4], XC XA, şi XB=XC,. Se cere să 
stabilim dacă A ABC A A,B,C,. 

Pentru ușurința înţelegerii, marcăm pe figură elementele res- 
pectiv congruente (fig. 145) pentru a cerceta dacă ele „convin“ vre- 


unghi-latură- 


53 


07 


. E: Cc, 
c C, 
ă pr 2 | 
4, 
A 8 B, 
!A 8 8, 


Fig. 144 Fig. 145 


unuia dintre „cazurile de congruență“. Răspunsul este afirmativ; 
triunghiurile sint congruente, conform cazului 2 de congruenţă 
(ULU), şi scriem A ABC=A BCA, (în această ordine.) Ca urmare 
și celelalte „trei elemente“, care nu sint marcate pe figură, sint „res- 
pectiv“ congruente, adică [AB]=[B,C], [AC]EIBA] şi XA 


B.. 

Aplicația 3. Despre două triunghiuri, MN P şi ORS, se dau urmă- 
toarele informaţii: [MN]E(RQ]; [MPI=(RS] şi [NPI=(Q5]. Să 
se precizeze dacă triunghiurile sint congruente. 

Ne folosim de un desen. Dese- 


PA năm mai întii triunghiurile MN P 
Mm şi ROS ; marcăm pe figură semnele 
pentyu a indica congruenţele date, 
fe S apoi cercetăm dacă acestea sint 
N 


= suficiente pentru a afirma con- 

Fig. 146 gruenţa triunghiurilor (fig. 146). 

Constatăm că elementele care se corespund realizează o con- 
gruenţă a triunghiurilor, și anume cazul 3 de congruenţă (LLL), 
deci A MNP = A RQS (în această ordine). - 
Restul elementelor, „respectiv“ congruente, vor fi perechile de 
unghiuri omoloage şi anume: XM XR; XN=XQ,XP=XS. 


e 13. Exerciţii 


1. În „perechile“ de triunghiuri din figura 147 sint marcate elementele co 
gruente (pentru a simplifica notație. triunghiurile „dintr-o pereche“ au fost notat 
pentru prima pereche: 7, şi 71; pentru a doua pereche: 7ş şi 7”, etc). Stabiliţi 
care triunghiuri sint congruente și indicaţi cazul de congruenţă in care se inca- 
drează. 
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7 pa / 
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2. În figura 148, triunghiurile din fiecare pereche au cite două elemente 
corespondente, care sint respectiv congruente, conform semnelor de pe figură. 
Precizaţi informaţia suplimentară necesară pentru a se putea aplica cazul de con- 
gruenţă specificat in fiecare din situaţiile ce urmează: 
În figura 148, a pentru: a,) ULU; .- LUL. În figura 148, b, pentru: b,) 


LUL; bs) LLL. In tigura 448, e pentru: c)LUL ca) ULU. 
Cc (7 
A a E, a 
L-ă a 


3. În triunghiurile din figura 149 sint marcate elementele congruente. Scrieţi 
care triunghiuri sint congruente (specificind cazul ue congruenţă) şi care sint „toate“ 
elementele „respectiv“ congruente. 
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Fig. 149 


„4. Ce relaţie trebuie să existe între elementele unui triunghi ABC, pentru 
a fi posibile simultan congruențele A ABC A A'B'C' şi AABC ABC? 

„__b. De ce două triunghiuri care au două laturi și unghiul opus uneia din ele 
respectiv congruent nu sint neapărat congruente? 
E 6. Se dau: un triunghi ABC, un punct D (diferit de punctele A, B şi C) 
şi o semidreaptă cu originea în D. Să se construiască un triunghi congruent cu 
A ABC, care să aibă punctul D drept unul din virfuri, iar una dintre laturi să se 
găsească pe semidreapta dată. Daţi mai multe soluţii folosind diferite cazuri de 
congruenţă. 
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7. În următoarele desene sint marcate „elementele“ respectiv congruente. 
a) Sint congrvente unghiurile C şi N? De ce? (fig. 150, a). b) Sint congruente un- 
ghiurile A” şi M”. De ce? (fig. 150, b)-c) Sint congruente laturile [RS] şi [5/7]? 
De ca? (fig. 150, c). 


A 
f FA A a i 23 
) 
3 5 ste E, 
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23. METODA! TRIUNGHIURILOR CONGRUENTE 

De multe ori, pentru a dovedi că două segmente (sau două un- 
ghiuri) sint congruente căutăm să încadrăm segmentele (sau unghiu- 
rile) respective în două triunghiuri a căror congruenţă poate fi de- 
monstrată, astfel încit segmentele (sau unghiurile) în discuţie să fie 
elemente omoloage. 

Ezemplul 1. În figura 151, în care ADN BE = 40), au fost 
marcate segmentele congruente: [AC] [CD] şi [BC] = [CE]. Ne 
întrebăm dacă segmentele [AB] şi [DE] sint congruente. 

ncadrăm cele două segmente în două 


5 E triunghiuri alese „convenabil“ pentru stabi- 
lirea congruenţei lor, și anume AACB şi 
A DCE; ele sint congruente conform cazului 
8 0) 1 (LUL) căci [ACIZICDI şi [BC] [CEI 
Fig. 151 (din notaţiile făcute pe figură), iar X ACB = 
= % DCE (fiind unghiuri opuse la viri);, așadar AACB = ADCE (în 
această ordine). De aici rezultă congruența „celorlalte“ elemente ale 
triunghiurilor: X CAB = XCDE; X ABC = X DEC şi, în special, cea 
a segmentelor care ne interesează (LA B] şi [DE]). Deci (AB]=(DE). 
A e Exemplul 2. În figura 152, în care 
ACN BD —4E), au fost marcate un- 
ghiurile congruente X DAB= X CBA şi 
XX EABX EBA. Ne întrebăm dacă seg- 

mentele [DB] și [CA] sint congruente. 
A [) Alegem triunghiurile ADB şi BCA, 
Fig. 152 care conţin segmentele [DB] și [CA], 
3 Guvintul „metodă“ vine din limba greacă: methodos — mijloc, cale, mod de 

cercetare. 
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Aceste triunghiuri sint congruente, conform cazului 2 (ULU), 
deoarece: [AB] este latură comună celor două triunghiuri, iar 
unghiurile „alăturate“ laturii [AB] sint congruente: X DAB = 
=XCBA şi XDBA =XCAB, contorm indicaţiilor date în desen, 
deci, ADABACBA (în această ordine); rezultă congruenţa 
celorlalte elemente care sint omoloage: [DAJ=[CB), * ADB 
3 BCA şi, în special, cea a segmentelor care ne interesează, [DB] 
[CA], 


Exemplul 3. Desenăm două cercuri concentrice, de raze diferite 
(fig. 153). Știind că 3 AOB = X COD (A şi C puncte ce aparţin cer- 
cului de rază mai mică, iar B şi D puncte ce aparţin cercului de rază 
mai mare), ne întrebăm dacă segmentele [AB] și [CD] sint congruente. 

Segmentele [AB] şi [CD] sint laturi în triun- 
ghiurile OAB şiOCD. Cercetind aceste triunghiuri, 
constatăm că: [OA]=[OC], fiind raze în cercul 
mic,[0B8]=[0D), fiind raze în cercul mare. Aşadar, 
cele două triunghiuri au cîte două laturi respectiv 
congruente. Cum X AOB = X COD, din datele 
iniţiale ale problemei, rezultă că cele două tri- 
unghiuri sint congruente conform cazului 1 de 
congruenţă (LUL), şi scriem: A AOB= A COD Fig. 153 
(în această ordine). De aici rezultă că sint con- 
gruente şi celelalte elemente, unghiuri şi laturi, care sint omoloage: 
XOAB=XOCD, X ABO=XCDO, şi, în special, segmentul care 
ne interesează, [AB] (CD). i 


e 14. Exerciţii 


1. În figura 154 ştim că [AB] E(BC]SICD] E (DA). Sint congruente 
unghiurile B şi D? De ce? 


În figura 154,0 ştim că [MN]EINPI= 1Q0M]. Sint congruenti 
unghiurile A şi Pb De ce? Il iadhealiee pi tă 

în figura 154, e știm că [A'D7] S(B'C7] şi [A'B] (D'C']. Sint congruente 
unghiurile A” şi C'? De ce? 


A D Q p p', c? 


8 CM: N 4 B' 


Fig. 154 
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2. n figura 155, ştim că JXCAD=X BDA şi XDCASEX ABD. 
Sint congruente segmontele [AC] şi [BD]? De se 


A Rae E spa D aa Fie. 156 
3. în figura 156, ştim că X MPN 3 NOM: XONP= 3 PMO şi 
|PN]210M]. Sint congruente segmentele [M Pj şi LON]? De ce? 


4. În fimura 157, punctul O este piciorul medianei corespunzătoare laturii 
[BD] în triunghiul ABD, punctele 4,0, C sint colineare şi X BD X DBA. 
Sint congruente segmentele [DC] şi [BA]? De ce? 


197). Sint congruente 


A 


5. În figura 158, ştim că XSOR= RE: şi [SR 
segmentele [OR] şi [S 7]? De ce? 

6. În figurile 159, a şi D [NO este bisectoarea unghiului MN P, iar LON este 
biseotoarea unghiului AQ P. Stabiliţi dacă în fiecare din cele două figuri există 
cite „o pereche“ de segmente congruente. 


pl as pai 


Fig. 159 


7. în a 160, cerourile de centre O, și Os au raze diferite și două puncte 
comune A şi B. Sint congruente idol 46, şi O,BO,? De ce? 


8. În figura 161, ştim că semidreapta ae este bisectoarea unghiului AOB 
şi că [04] =|OB]. Sint congruente unghiurile OAC şi OBC? De ce? 
9. în E uni ABC și DEF ştim că următoarele afirmaţii sint adevărate: 
) AC 2 DE = 30 cm, BC — BF — 37 om, m(3X C) = m (E) = 50 și 
m (3 35 IC e eate aeleeiat 2 m(X E) 
b) [ACI SIDE, m(X0) = m (FE) = Fac m (32 4) = m (3 D) = 80 şi 
'B = 27 cm. Este adevărat că FE = 30 cm? 
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c) [ACI EI(DELIABI =IFE); (BC) EDF] şi m (3 A) = 40. Este ade- 
vărat că m (32 £) = 50%? = 
Justificaţi răspunsurile. 


10. În triunghiul A BC ştim că următoarele afirmaţii sint adevărate: M E(AB), 
NE (AC), BNNCM = (Pl, [BPISICPI şi [MPJ=(NP|. Este adevărat că 
[BM CN)? Justificaţi răspunsul. 


a) [VP=IMP];b) X ANBEX BMA ;c)lAMI (BN). Justiticaţi răspunsurile. 

12. În triunghiul ABC, m (32 A) cm, AB = 3 cm: Fie MECA 
(A între C şi M) şi NE AB (B intre A şi N) astfel incit AM = 3 cm şi BN = cm. 
Cercetaţi dacă: a) [MN BC]; b) X MNA = X ABC. 

13. Fie ABC un triunghi oarecare cu m(37 A) < 90%. Perpendicularele în 
punctul A pe dreptele AB şi AC conţin respectiv punctele M şi N astfel încit 
[AMI ZIAB)(M şi C în semiplane opuse determinate de dreapta AB) și LAN] = 
LAC] (N şi B in semiplane opuse determinate de dreapta AC). Cercetaţi dacă 
[MC SINB). 

14. În exteriorul triunghiului oarecare ascuţitunghic MP sint „construite“ 
triunghiurile echilaterale MNO şi MPR. Cercetaţi dacă [0P]= NR). 


PARTEA A DOUA 
GEOMETRIA BAZATĂ PE DEMONSTRAŢII" 


24. PROPOZIŢII MATEMATICE. AXIOMĂ?). TEOREMĂ» 


În studiul de pină acum al geometriei ne-am folosit foarte mult 
de intuiţie. De acum incolo ne vom baza, în stabilirea de noi proprie- 
tăţi ale figurilor geometrice, într-o mai mare măsură pe judecată 
(raţionament). Desigur că și în expunerea de pină acum am folosit 
elemente de raţionament în stabilirea proprietăţilor figurilor geome- 
trice, de exemplu la congruenţa unghiurilor opuse la virf, dar rolul 
principal l-a avut evidenţa desenului, 

Punctele principale de plecare ale judecăților pe care le vom face 
în viitor vor fi cele trei cazuri de congruenţă a triunghiurilor oarecare. 
Scopul pe care-l vom urmări va fi acela de a forma și dezvolta raţio- 
namentul geometric şi de a deduce cu ajutorul lui proprietăţile cele 
mai importante ale figurilor geometrice. 

În matematică (deci și în geometrie) se intilnesc unele propoziţii 
care exprimă adevăruri ce se admit fără demonstraţii și care se nu- 
mesc aziome ; spre exemplu: „Prin două puncte distincte (diferite) 
oarecare „trece“ o singură dreaptă (axioma dreptei). 

Propoziţiile matematice care exprimă adevăruri ce trebuie să 
fie dovedite se numesc teoreme; de exemplu: „Două unghiuri opuse 
la virt sint congruente.“ % 

În enunţul oricărei teoreme deosebim două părţi: ipoteza“ sau 
remisa%), care este formată din toate faptele pe care enunţul teoremei 
e „presupune“ adevărate, şi concluzia“, care este formată din ceea ce 

enunţul teoremei afirmă că se poate deduce din ipoteză. 

În exemplul de mai sus, ipoteza este: „două unghiuri sînt “opuse 
la vîri“, iar concluzia: „aceste unghiuri sint congruente“. 


1 Cuvintul „demonstraţie“ vine din limba latină: demonstratio = dovedire. 

2 Cuvintul „aziomă“ vine din limba greacă: azioma = opinie, teză admisă. 
(Termenul a fost folosit, incepind din sec. 6—5 î.e.n. de către matematicienii din 
şcoala lui Pitagora.) 

7 2 Cuvintul „teoremă“ vine din limba greacă: theorema = examinare, cer- 
cetare. (Termenul” a fost folosit pentru prima dată de filozoful grec Aristotel, în 
sec. 4. f.e.n.). : 

1) Guvintul „ipoteză“ este compus din două cuvinte provenite din limba 
greacă: hypo = sub şi thesis — punere. 

5 Cuvintul „premisă“ vine din limba latină: praemissus — pus înainte, ante- 
rior. 

% Cuvintul „concluzie“ vine din limba latină: conclusi» = încheiere. 
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În unele cazuri teoremele sint enunțate sub forma unor pro- 
poziţii ipotetice (condiţionale) — ipoteza începe cu cuvintul „dacă“, 
iar concluzia cu cuvintul „atunci“. Cum teoreme se întîlnesc nu numai 
în geometrie, ci şi în aritmetică sau algebră (în matematică, în gene- 
ral), vom da un exemplu de teoremă prezentată sub forma unei pro- 
poziţii ipotetice (condiţionale), întilnită la aritmetică în clasa a V-a: 
„Dacă un număr este divizibil prin 2 şi prin 3, atunci el este divizibil 
prin 6“. Se reţine cu ușurință că „un număr este divizibil prin 2 şi 
prin 3* este ipoteza, iar „el este divizibil prin 6“ este concluzia. 

Teoremele trebuie să fie „demonstrate“, adică adevărurile din 
concluzie trebuie să fie „dovedite“ cu ajutorul unor „argumente“ 
care sint adevărurile din ipoteză şi alte adevăruri (axiome sau teo- 
reme demonstrate anterior). 

Dacă se schimbă între ele ipoteza și concluzia unei teoreme, 
se obţine o nouă propoziţie, care se numește propoziţie reciprocă. 
Spre exemplu, pornind de la teorema enunțată mai sus, vom putea 
formula următoarea propoziţie reciprocă: „Dacă un număr este divi- 
zibil prin 6, atunci di este divizibil prin 2 și prin 3“. Se poate recu- 
moaște ușor că aici ipoteza este: „un număr este divizibil prin 6“ 
(ceea ce reprezenta concluzia teoremei enunțate anterior), iar: „el 
este iiai Aaa 2 și prin 3“ este concluzia (ceea ce reprezenta ipoteza 
primei teoreme). 

Vom observa că, dacă o propoziţie (teoremă) este adevărată, nu 
înseamnă neapărat că şi reciproca ei'este adevărată. De exemplu, am 
demonstrat, la pagina 33 că: „Dacă două unghiuri sint opuse la virt, 
atunci ele sint unghiuri congruente“. „Reciproca“ ei ar afirma că: 
„Dacă două unghiuri sint congruente, atunci ele sint opuse la viri“. 
Această din urmă propoziţie este falsă, deoarece concluzia ei nu este 
intotdeauna adevărată. Pentru a dovedi falsitatea ei este suficient să 
dăm un singur exemplu din care să rezulte aceasta. Dacă vom 
privi — spre exemplu — unghiurile ROS şi 7SQ din figura 158 (pag. 
58), care sint congruente, ne vom da seama imediat că ele nu sinţ 
opuse la virf. Un exemplu care arată că uneori concluzia unei propo- 
ziţii nu este adevărată se numește contra exemplu. 

De asemenea, în clasa a V-a s-a demonstrat că: „Dacă fiecare 
termen al unei sume de mai multe numere naturale este divizibil 
printr-un anumit număr natural, atunci şi suma va fi divizibilă prin 
acel număr natural“. „Reciproca“ acestei propoziţii ar afirma că: 
„Dacă o sumă de mai multe numere naturale este divizibilă printr-un 
anumit număr natural, atunci fiecare dintre termenii sumei va fi 
divizibil prin acel număr natural“. Dovedirea falsităţii acestei pro- 
poziţii reciproce nu comportă nici o dificultate, prezentind un singur 
exemplu care să contrazică „concluzia“. 


2) Cuvintul „reciprocă“ vine din limba latină: rceiprocus = care se întoarce 
de unde a venit, care inversează. 
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Se obișnuiește ca, față de teorema reciprocă, teorema iniţială 
să se numească teoremă directă. Se mai spune că cele două teoreme 
sint una reciproca celeilalte, ceea ce înseamnă că oricare dintre ele | 
ar putea fi considerată ca teoremă directă. 

Dacă atit o teoremă directă, cît și reciproca ei sînt ambele ade- 
vărate, atunci le putem concentra într-o singură teoremă, folosind 
în formularea enunţului expresia „dacă şi numai dacă“. Iată un 
exemplu: „Un număr este divizibil prin 6 dacă şi numai dacă el este 
divizibil prin 2 şi prin 3“. Pentru demonstrarea unei astfel de teoreme 
trebuie să facem, de fapt, două demonstraţii: să demonstrăm și 
directa, şi reciproca. 

În lecţiile ce vor urma vom întilni şi exemple de astfel de too- 
reme cu adevăruri din domeniul geometriei. 

Sint şi situaţii cind o teoremă (propoziţie) poate să admită mai 
multe reciproce. Aceasta se întimplă atunci cind ipoteza sau con- 
cluzia teotemei (propoziției) date (sau chiar ambele) conţine (conţin) 
două sau mai multe afirmaţii (părţi). În acest caz, numim propoziţie 
reciprocă a unei propoziţii date, acea propoziţie în care ipoteza este 
formată din concluzia propoziției date (sau numai din o parte a con- 
cluziei) şi o parte din ipoteza propoziției date, iar concluzia este for- 
mată din partea rămasă a ipotezei propoziției date (şi ceea ce a mai 
rămas din concluzia propoziției date). 

Facem precizarea că, dacă reciproca unei teoreme este o propo- 
ziţie falsă, atunci această reciprocă nu este o teoremă şi deci teorema 
dată nu admite: „teoremă reciprocă“. 

Pentru exemplificarea celor de mai sus, să considerăm următoarea 
propoziţie: 

„Dacă punctele C şi D sint de o parte și de alta a dreptei AB 
şi LAC]=I(BC] şi [AD] [BD], atunci AACDSABCD“. 

Ipoteza acestei propoziţii conţine următoarele afirmaţii (ade- 
văruri): (1) Punctele C şi D sint de o parte și de alta a dreptei AB; 
(2) LAC]=[BCI; (3) [(ADI=IBD]. 4 

Concluzia afirmă că în această situaţie triunghiul ACD este 
congruent cu triunghiul BCD, adică congruenţa: (4) A ACD= A BCD 
este întoldeauna adevărată. 

Nu este greu să demonstrăm că propoziţia 
de mai sus este adevărată, deoarece triunghiurile 
ACD şi BCD (fig. 162) sînt congruente, conform 
4 a cazului 3 de congruenţă a triunghiurilor oarecare 

(LLL). ş 
Deoarece ipoteza propoziției de mai sus con- 
ține mai multe afirmaţii (3 la număr), este posi- 
- bilă formarea mai multor propoziţii reciproce. 
» Cum formulăm reciprocele propoziției de mai sus? 
Fig. 162 Vom schimba, pe zind, afirmaţiile din ipoteză cu 


e 


cea din conculzie sau întreaga ipoteză cu concluzia. Obţinem urmă- 
toarele „reciproce“ ale propoziției date: 

___„Reciproca 1: „Dacă punctele C şi D sînt de o parte şi de alta a 
dreptei AB, A ACD A BCD şi [ACI [BC], atunci [AD] = (BDI. 

Demonstrăm cu ușurință că această reciprocă este adevărată, 
observînd că din congruenţa triunghiurilor ACD şi BCD (fig. 162), 
în care [CD] = [CD] (latura comună) şi [AC]=([BC] (din ipoteză), 
rezultă că și [AD] = [BD]. 

Reciproca 2: „Dacă punctele C şi D sînt de o parte şi de alta a 
dreptei AB, A ACD = A BCD şi [AD] [BD], atunci [AC] = [BCI. 

” Demonstrația este asemănătoare celei precedente. Concluzia este 
întotdeauna adevărată, laturile [AC] şi [BC] fiind laturi omoloage în 
triunghiurile congruente ACD şi BCD. 

eciproca 3:. „Dacă A ACD= A BCD, [ACI=(BC] şi (ADI= 
= [BD], atunci punctele C şi D sînt de o parte şi de alta a dreptei AB“. 

Reciproca este o propoziţie falsă. Pentru a dovedi acest lucru 
folosim „metoda contra exemplului“. Respectind toate condiţiile din 
ipoteza acestei reciproce, putem construi triunghiurile congruente 
ACD şi BCD cu viriurile C şi D în același semiplan determinat de 
dreapta AB (fig. 163). Această construcţie arată că uneori concluzia 
propoziției reciproce este falsă; din acest motiv spunem că propoziţia 
reciprocă 3 nu este adevărată (este falsă). 

Reciproca 4: „Dacă A ACD=A BCD, atunci punctele Cşi D 
sînt de o parte și de alta a dreptei AB, [AC] = (BC] şi [AD] = (BD. 

Şi această reciprocă este o propoziţie falsă. Trebuie să spunem, 
de la început, că, dacă în concluzia unei propoziţii sint mai multe 
afirmaţii (părţi) şi dacă măcar una dintre ele uneori nu este adevărată, 
atunci propoziţia este falsă. 

n cazul acestei propoziţii reciproce, concluzia ei conţine trei 
afirmaţii (părţi). Afirmațiile [AC]=[BC] şi (ADI=(B8D] din con- 
cluzie sînt întotdeauna adevărate, deoarece laturile [AC] și LBC], 
precum și [AD] şi [BD] sint laturi omoloage p 
în triunghiurile ACD şi BCD, despre care ipo- 
teza afirmă că sint congruente. Afirmația din 
concluzie că „punctele C și D sint de o parte 
și de alta a dreptei AB“ uneori nu este adevă- 
rată, deoarece putem construi triunghiurile con- 
gruente ACD și BCD cu virturile C şi D în 


același semiplan determinat de dreapta AB i, , 
(fig. 163). Fig. 163 

e 15. Exerciţii 

1. Desprindeţi, din enunţurile de mai jos, ipoteza de concluzie, scriind în 
caietele. voastre: „ipoteza este...; concluzia este... 


a) Dacă două unghiuri ascuţite sint congruente, atunci ele au acelaşi com- 
plement. b) Dacă două unghiuri sint suplementare, atunci unul este ascuţit şi celă- 
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lalt obtuz, sau ambele sint drepte. c) Dacă două unghiuri sint. congruente și suple- 
mentare, atunci fiecare dintre ele este un unghi drept. d) Dacă două unghiuri, 
ambele diferite de unghiul nui, sint complementare, atunci fiecare dintre ele este 
ascuţit. e) Unghiurile congruente au acelaşi suplement. î) Două unghiuri congru- 
ente şi complementare au ca măsură fiecare cite 45*. 

2. Retormulaţi fiecare din enunţurile de mai jos, folosind propoziţie ipo- 
tetică (condiţională) („dacă..., atunci...“): > 

a) Două unghiuri opuse la viri sint congruente. b) Suplementele unghiu- 
rilor congruente sint congruente. c) Complementele unghiurilor ascuţite și con- 
gruente sint congruente. d) Două unghiuri ale căror măsuri au același complement, 
sint congruente. e) Două unghiuri ale căror măsuri au același suplement sint, 
congruente. î) Două unghiuri care sint drepte sint congruente. 

3. Fiind date propoziţiile de mai jos, formulaţi reciprocele fiecăreia dintre 
ele. Stabiliţi apoi, dacă propoz reciproce sint adevărate sau false. 

a) Dacă vizitezi Australia, vezi canguri. b) Elevul care are hepatită este 
grav bolnav, c) Dacă afară plouă, cind plec de acasă imi iau umbrela. d) Elevul 
silitor are succese la învăţătură. e) Dacă numărul format din ultimele două cifre 
număr natural este divizibil cu 4, atunci numărul natural considerat este 
ibil cu 4. î) Dacă suma cifrelor unui număr natural este divizibilă cu 9, atunci 
numărul natural considerat este divizibil cu 9. g) Dacă un număr natural diferit, 
de 0 este divizibil prin 9, atunci el este divizibil şi prin 3. h) Două drepte care au 
cel puţin două puncte diferite comune sint drepte identice. i) Fie unghiurile 
diferite A şi B congruente şi complementare. Măsura lor comună este de 450, 
i) Două unghiuri uscuţite şi congruente au același complement. 


25. PROPRIETĂȚILE TRIUNGHIULUI ISOSCEL 


Am definit, la pagina 45, triunghiul isoscel. Ne propunem acum 
să învăţăm cum se construiește un triunghi isoscel şi să studiem apoi 
„proprietăţile“ lui. 

Pentru a construi un triunghi isoscel putem proceda astfel: 
desenăm un segment oarecare [BC], care va fi baza triunghiului 
(fig. 164,2). În continuare, apreciind din ochi, deschidem compasul 
mai mult, decit jumătate din lungimea segmentului [BC], fixăm acul 
compasului în punctul B și descriem un cere. Apoi, mutăm acul com- 
pasului în punctul C' şi, cu aceeași deschidere, descriem un alt cere 
și notăm punctele de intersecţie a celor două cercuri — de exemplu 
A şi A' (fig. 164, 5). Triunghiurile ABC şi A'BC sînt. ambele isoscele 
deoarece [AB]=[AC] şi [A'BJ=(A'C], deschiderea compasului ne- 
A 


4 
————— Da ai 
B c Bi C 8 ci 


AA (48]= [AC] 


modificindu-se în timpul efectuării construcţiei (cele două cercuri 
au aceeaşi rază). lată deci că A A BC este un triunghi isoscel (fig. 164,0). 

Observăm, din figura 164,5, că pentru a găsi punctele de inter- 
secţie a celor două cercuri cu centrele în E şi C nu este nevoie să 
desenăm cercurile în întregime. 

Să ne punem acum întrebarea: „într-un triunghi isoscel (luat 
la întîmplare din mulţimea tuturor triunghiurilor isoscele) există 
două unghiuri congruente? Dacă există, care sînt unghiurile con- 
gruente?“ Sau, altfel spus: „un triunghi isoscel are „proprietatea“ de 
a avea două unghiuri congruente?“ Dacă da, atunci care sînt unghiu- 
rile congruente? 

Răspunsul la această întrebare îl dă următoarea 

Teoremă. Dacă un triunghi este isoscel, atunci unghiurile 
opuse laturilor congruente sînt congruente. 

Ipoteza acestei teoreme ne spune că există un triunghi, pe care 
să-l notăm, de exemplu, AABC, şi că acest triunghi este isoscel, 
de exemplu [AB]=[AC]. 

Concluzia teoremei „afirmă“ că, în „condiţiile date“, unghiurile 
care se opun laturilor congruente sint şi ele „tot congruente“, adică 
XC=XB. 

Despre această afirmaţie nu sintem încă siguri dacă este sau 
nu este adevărată. 

Căpătăm convingerea că unghiurile „de la baza“ triunghiului 
isoscel sint congruente numai după efectuarea unei demonstraţii, 
(așa cum se spunea şi la pagina 61), adică folosind un raţionament în 
urma căruia se va pune în evidenţă această proprietate a triunghiului 
isoscel. De asemenea, gindim că judecăţile pe care le facem pe acest; 
triunghi ABC sînt adevărate pentru oricare triunghi, luat la întim- 
plare din mulţimea triunghiurilor isoscele. 

Prezentăm, mai jos; ipoteza, concluzia şi demonstraţia acestei 
teoreme, astfel: 


A = 
Ipoteza P Concluzia 
A ABC, 
[LAB] (ACI. 
Demonstrația 8 Z c Fig. 165 


Folosim o „construcţie ajutătoare“*: considerăm bisectoarea 
unghiului A (semidreapta [AD ), care se intersectează cu latura [BC] 
în punctul D (fig. 165). În acest fel, la „datele cunoscute“ conţinute 


3 Uneori, pentru demonstrarea unor teoreme sau rezolvazea unor probleme 
de geometrie, este necesară efectuarea anumitor construcţii geometrice suplimon- 
tare datelor din ipoteză, care ajută la demonstrarea teoremei sau rezolvarea pro- 
plemei, din care cauză ele se numesc construcții ajutătoare. 


Data rizu a paie, aa e aa 65 


în ipoteză, am adăugat, prin construcţia făcută, şi: „D E (BC) și 
X BAD X CAD“. Cu alte cuvinte construcţia ajutătoare a com- 
pletat ipoteza. 

În continuare, pentru a demonstra că X C= % B, folosim „me- 
toda triunghiurilor congruente“. Ne fixăm atenţia asupra triunghiu- 
rilor ADC şi ADB, în care putem serie: 

[AC] [AB] (din ipoteză); 

3% CAD = % BAD (din construcţia ajutătoare); 

[AD] = [AD] (atură comună). 

Putem afirma, conform cazului întii de congruenţă a triunghiu- 
rilor oarecare (LUL), că triunghiurile ADC şi ADB sînt congruente 
(A ADC=A ADB)şi,ca urmare, conform. observaţiei 1 de la pagina 53 
(în triunghiurile congruente, la laturi congruente se opun unghiuri 
respectiv congruente şi invers, la unghiuri congruente se opun laturi 
respectiv congruenle ), rezultă că şi 

(1) XADC= X ADB (pentru că se „opun“ laturilor congruente 
[ACI şi [AB)); 

Ă (2) [CDI=1[BD] (pentru că se “opun“ unghiurilor congruente 
CAD şi BAD); 

(3) XC=XB (pentru că se „opun“ laturii comune [AD)). 

Această din urmă congruenţă reprezintă tocmai concluzia teo- 
remei. Demonstrația teoremei este deci terminată. Afirmația conți: 
nută în concluzia teoremei a fost dovedită ca fiind adevărată. 

Se obișnuiește ca la sfirşitul unei demonstraţii să se noteze 
inițialele: „q.e.d.“ sau „o.0.t.d.“? 

Din acest moment avem convingerea că: 

a) există un triunghi care are două unghiuri congruente, și 
anume triunghiul isoscel ABC, iar unghiurile congruente sint cele 
care se opun laturilor congruente; 

b) nu numai triunghiul isoscel ABC are această „proprietate“, 
ci şi „toate“ triunghiurile isoscele 'au această „proprietate“. Să reținem 
deci ceea ce, de fapt, am spus şi mai înainte că o teoremă afirmă ceva 
nu numai despre o singură figură geometrică, ci despre toate figurile 
geometrice care îndeplinesc „condiţiile“ din ipoteză. 

Observaţia 1. Din congruenţa triunghiurilor ADC și ADB (fig. 
165) a rezultat şi congruenţa (1) (XADC=XADB). Cum aceste 
unghiuri congruente (ADC şi ADB) sint şi adiacente (au virful comun 
D şi o latură comună [DA] ) şi suplementare (unghiul CDB fiind un 
unghi alungit), rezultă că ele sint unghiuri drepte (AD BC). Con- 


W Iniţialele „g-e.d.* constituie prescurtarea cuvintelor din limba latină: 
quod erat demonstrandum = ceea ce era de demonstrat (cuvintul „quod“ se pro- 
nunță „ovod“). 

2 inițialele pe.c.r.d“ constituie prescurtarea expresiei românești: „oeea ce 
trebuia demonstrat“. 
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statăm deci că bisectoarea [AD conţine şi înălțimea. Acest, adevăr 
constituie o nouă proprietate a triunghiului isoscel. Această proprie- 
tate o formulăm cu ajutorul teoremei următoare. 

Teoremă. Dacă un triunghi este isoscel și se consideră bisee- 
toarea unghiului de la vîrf, atunci această bisectoare este și înălțimea, 
corespunzătoare bazei. 


Folosind triunghiul isoscel din figura 165, ipoteza şi concluzia 
acestei teoreme pot fi scrise: 

Ipoteza Concluzia 

A ABC, [AB] [AC], ADA BC, 

D e (BC), XBAD=XCAD. Ă 

Demonstrarea teoremei s-a făcut în cadrul observaţiei 1. 

Enunţul acestei teoreme mai poate fi „scurtat“ astfel: „Dacă 
un triunghi este isoscel, atunci bisectoarea unghiului de la virt include 
și înălţimea corespunzătoare bazei“. 

Observaţia 2. Tot din congruența triunghiurilor ADC şi ADB 
(fig. 165) a rezultat și congruenţa (2) [CD] = [BD]. Cum aceste laturi 
congruente ([CD] şi [8D]) se opun unghiurilor congruente CAD şi 
BAD tormate de bisectoarea [AD a unghiului din virful triunghiului 
isoscel, rezultă că bisectoarea [AD conţine și mediana. Acest adevăr, 
care reprezintă o altă proprietate a triunghiului isoscel, îl formulăm 
cu ajutorul teoremei următoare. 

Teoremă. Dacă un triunghi este isoscel, atunci bisectoarea 
unghiului de la vîrt include şi mediana corespunzătoare bazei. 

Ipoteza şi concluzia acestei teoreme se pot scrie astfel (folosind 
tot figura 165): 


Ipoteza . Concluzia 

A ABC, [ABI=(AC], [BD] (CDI. 

D e (BC), X BAD XCAD. 

Și această demonstraţie a fost făcută! 

Observaţia 3. Cele două proprietăţi ale triunghiului isoscel, puse 
în evidenţă mai sus, pot fi formulate într-una singură astfel: „Dacă 
un triunghi este isoscel, atunci bisectoarea unghiului de la virf include 
şi înălțimea și mediana corespunzătoare bazei“. S-a obţinut o nouă 
proprietate a triunghiurilor isoscele, descrisă de teorema următoare. 

Teoremă. Dacă un triunghi este isoscel, atunci bisectoarea 
unghiului de la vîrt este inclusă în mediatoarea bazei. 

Folosind tot figura 165, ipoteza şi concluzia teoremei pot fi scrise: 


Ipoteza Concluzia 
A ABC, [AB] [AC], AD- BC, 
D e (BC), X BAD=X CAD. [BD] = [CD]. 


Demonstrația a fost făcută! 


Probleme rezolvate 

Problema 1. În figura 166, punctele D, B,C, E sint colinea- 
re şi XX DBA =X ECA. Să demonstrăm că, în aceste condiţii, triun- 
ghiul A BC este isoscel. 

Ca şi în cazul teoremelor, datele. cunoscute ale problemei consti- 
tuie ipoteza problemei, iar cerințele problemei constituie concluzia 
problemei. 

A rezolva o problemă înseamnă a demonstra, pe baza datelor din 
ipoteză, a teoremelor anterior demonstrate, a altor adevăruri sau 
„construcţii“ deja cunoscute, că afirmaţiile din concluzia problemei 
sînt adevărate. 

Așadar, trebuie ca mai întîi să fixăm ipoteza şi concluzia. 

În cazul problemei de faţă, afirmaţia din ipoteză că „punctele 
D, B, C, E sînt colineare“ trebuie completată cu „informaţiile“ supli- 
mentare, ce rezultă din desen, privind poziţia punctelor (B este inte- 
rior segmentului (DC) şi C interior segmenului (BE)). În ceea ce pri- 
veşte alirmaţia din concluzie că „triunghiul A BC este isoscel“ sîntem 
nevoiţi să nu o explicităm în niciun fel deorece nu putem ști de la 
început care dintre cele trei laturi ale triunghiului este baza. 


Ipoteza A Concluzia 
Be (DC), A ABC este isoscel. 
Ce(BE), 

Ae DE, o E 
X DBA = X ECA 7] 5 
Fig. 166 


Rezolvarea. Punctele D, B, C fiind colineare, unghiurile DBA şi 
A BC sint adiacente şi suplementare (fig.166) şi putem deci scrie: 

U) m(3 ABC) = 1800 — m(% DBA). 

Raţionind în mod asemănător, pentru punctele colineare B, C, E, 
constatăm că și unghiurile ECA şi ACB sînt adiacente şi suplementare 
şi putem deci scrie: 

(2) m(% ACB) = 180” — m(X ECA). 

Congruenţa din ipoteză (X DBA = X ECA) ne permite să scriem 
că m(% DBA) = m(X ECA). 

Gomparind relaţiile (1) şi (2) constatăm că unghiurile ABC şi 
ACB au același suplement, deci sint congruente (X ABC=X ACB). 

În concluzie putem spune că triunghul A BC, avind două unghiuri 
congruente (X ABC și X ACB), conform teoremei reciproce a trunghiu- 
lui isoscel, este isoscel de bază [BC] (q-e-d.) 

Problema 2. Dacă D şi E sint două puncte situate pe prelungirea 
bazei [BC] a unui triunghi isoscel ABC, astfel încit [BD]= [CE] 
şi punctele D şi C să fie de o parte şi de alta a punctului B, iar puncte- 
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le Bşi E să fie de o parte și de alta a punctului C, atunci triunghiul 
ADE este isoscel. 


Ipoteza A Concluzia 


A ABC, A ADE este isoscel. 
[AB]=[ACI, 
Be (DC), 
Ce (BE), 
[BD]= ICE]. 2308 E E ip der 


Rezolvarea. Folosim metoda triunghiurilor congruente. Ne fixăm 
atenţia asupra triunghiurilor ABD şi ACE (fig. 167). 

Punctele D, B, C fiind colineare, unghiurile ABD şi ABC sînt 
adiacente şi suplementare și putem deci scrie: 

(4) m(X ABD) = 180 — m(X ABC). 

Punctele B, C, E fiind colineare, unghiurile ACE şi ACB sînt 
adiacente şi suplementare și putem deci scrie: 

(2) m(X ACE) = 180” — m(X ACB). 

În triunghiul isoscel ABC ([AB]= [AC] ), unghiurile de la bază 
fiind congruente, putem scrie: : 

(3) m(%X ABC) = m(X ACB). 

Rezultă, din relaţiile (1), (2) şi (3), că unghiurile ABD și ACE 
au același suplement, deci sint congruente. 

4) pa ABD = X ACE. 

Constatăm că: 


[AB] = [AC] (din ipoteză), 
X ABD =X ACE (s-a demonstrat mai sus (4)), 
[8D] = [CE] (din ipoteză), 


Contorm cazului 1 de congruență a triunghiurilor oarecare, 
putem afirma că A ABD= AAEE. 
Ei În aceste triunghiuri congruente, unghiurilor congruente ABD 
şi ACE li se opun laturi congruente ((AD]=[A4E]). 
Conform definiţiei triunghiului isoscel, rezultă că AADE ete 
isoscel de bază [DE] (q.e.d.). e 
Observaţi că la rezolvarea acestei probleme am folosit „toate“ 
adevărurile din ipoteză, dar și alte adevăruri relative la: unghiurile 
adiacente şi suplementare, teorema reciprocă a triunghiurilor isoscele, 
unghiuri care au același suplement, cazurile de congruenţă a triun- 
ghiurilor oarecare, definiţia triunghiului isoscel. 


O 16. Exerciţii și probleme a 
4 dm şi PR = 40 mm; 
cm; d) RP = 104 mm 


1. Justificaţi de ce triunghiul POR în care: PO = 
) PQ.= 5 cm şi RO = 0,05 m; c) RQ = 0,6 m și RP = 
şi QP = 1,01.m este isoscel. 


ae 


s 


2. Folosind, pentru laturile unui triunghi, notaţiile cunoscute, spuneţi dacă 
„n triunghiul A BC există două unghiuri congruente și care sint acelea: a) a = 3 cm, 
b = "7cm, c=0,7 dm; b) a=5cm, b=3 cm, c=4cm; c) a=04dm, 5= 

3 em, 40 mm; d) a = 103 mm, b = 1,03 dm, c=7cm. 

3. Construiţi triunghiul ABC cunoscind: 

1) AB = AC = 3cm şi m(3X BAC) de: a) 40%; b) 905; ce) 100%. Sint con- 
gruente unghiurile B şi C? Justificaţi. 

2) BC = BA = 4 cm și m(XCBA) de: a) 50%; b) 90% 0) 952. Sint con- 
gruente unghiurile C şi A? Justificăţi. | 

3) AB = 25 cm şi m(3X BAC) = m(X ABC) de: a) 55%: b) 45%; c) 65. 
Sint congruente laturile [CA] şi [CB]? Justiticaţi. 

4) BC = 3cm şi m( ABC) = m(X ACB) de: a) 50%; b) 45%; 0) 35, 
Sint congruente laturile [AB] şi [AC]? Justificaţi. 

4. Un triunghi isoscel ABC ((ABJ(AC]) are m(X BAC) = 
D e (BC), asttel incit m(XI DAC) = 15%. Cercetaţi dacă: a) m(IZADC) = 
b) [80] 210]. 

5. În triunghiul isoscel ABC ((ABIIAC)), D este piciorul biseotoarei 
unghiului BAC. Să se calculeze: a) m(3E B), dacă m(3 C) = 38%; b) m(3 BAC), 
dacă m(X BAD) = 17%50; c) perimetrul triunghiului ABC, dacă AB = "7 cm şi 
BC = 03 dm. 

6. Se dă triunghiul isoscel MNP ((MN] =(M P]) în care Q este piciorul 
biseotoarei unghiului WM P. Să se calculeze: a) lungimea segmentului [NO], dacă : 
baza triunghiului are 9,4 cm; b) lungimea laturii [MAN], dacă perimetrul triunghiu- 
lui este de 25 cm şi lungimea segmentului [QP] de 2,5 cm. 

7. Se dă triunghiul POR în care | PQ] | PR] şi T € (OR). a) Dacă XO PT 
= RPT şi OR — 8dm, să se găsească lungimea segmentului [7]. b) Dacă 
X OPT XR PT, lungimea laturii | PQ] este de 12 cm şi cea a seymentului [07] cit 


ge din cea a laturii [ PR], să se calculeze. perimetrul triunghiului POR. 0) Dacă 


Fie 
0; 


m(Q PR) = 64%82' şi m(X TPR) = 32:16", să se calculeze m(3 P7Q) 
. Pe bisectoarea unghiului ABC se ia un punct M, Știind că [BA] [BC] 
şi că ta A A, M, C sint colineare, cercetaţi dacă BM _L AC. 

. În figura 168, știm că [AB] (AC). Să se compare măsura unghiului B, 
cu cea a unghiului Ca. 


A -A 
A 
2 a p 
[i îi CE. 
d c & DE 5. a di 
Fig. 168 Fig. 169 Fig. 170 


10. În figura 169 se știe că [ABJE[ACI (ADI, X BAC X CAD şi 
ACN BD = E). Cercetaţi dacă: a) XAFEBE X AED; b) [BEJ LEDI; 
e) [BE] ZICDl. 

11. În figura 170 se ştie că punctele B, D, F, £,C sint colineare, că [AB] 2 
(ACI, X BAD = X CAEşi X DAF = X EAP. Cercetaţi dacă: a) m(X AFB)= 


= 90; b) Br = EI - BC; o) (BEJSICDI; d) (ADI SIAEI. 
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12. Ştim că triunghiul ABC este isoscel ([AB]=[AC]). a) Fie D E(48) 
şi E E (AC). Să se compare unghiul ADE cu unghiul AED, dacă (DB) [EC]. 
b) Fie D E (AB şi E E (AC, astlel incit B € (AD), C € (AE) şi [BDI (CEI. Să 
se compare unghiul ADE cu unghiul AED. c) Fie D E (BA și E E (CA, astiel 
înett 4 E (BD), A E (CE) și BPI ICE). Să se compare unghiul ADE cu un- 

hiul AED. 
£ 13. În triunghiul isoscel ABC (AB = AC = 5cm), [AD este bisectoarea 
unghiului BAC (DE (BC). Stabiliţi dacă: a) AD _L BC; b) [BDI=(DC]; o) BD= 


= - BC; d) DC este 50% din BC. 


14. În figura 171 se ştie că punctele B, D, F, E, C sint colineare, că [AB] = 
[AC], X BAES X CAD și X BAF= X CAF. Aflaţi dacă: a) X DA. 
Z 3% FAP; b) XAFB =14 dr; €) punctul F este mijlocul segmentului [80]; 


d) [AD] AE) 
A 
A 
C 8 
L, 2 F [i G 2 Li S 
15. În figura 172 punctele B, D, E, C sint colineare și [BD] =[ADI= (AEI= 
[CE]. Cercetaţi dacă triunghiul A BC este isoscel. 


16. În figura 173, triunghiurile ABC și AMN sint isoscele ([AB] [AC] și 
(AM LAN), iar X BACSX MAN. Se poate spune că [MB] = [NC]? 


a A 
LN = c 
Mm Sy— S 


17. în figura 174, punctele A şi E aparţin cercului cu centrul în O, iar semi- 
dreapta [OC este bisectoarea unghiului AOB şi C un punct oarecare ce aparţine 
bisectoarei unghiului AOB. Cercetaţi dacă triunghiul ABC este isoscel. 

18. [OA] şi lOBI sint raze ale aceluiaşi cerc. Să se compare măsura unghiului 
OAB cu cea a unghiului OBA. 

19. Fie m(3E z0y) = 407 şi B ElOr, (B 4 0). Să se deseneze o dreaptă 
Dai încit punctul C să fie intersecţia acestei drepte cu [0y, iar XOBC = 
- CB. 


Fig. 171 


26. ALTE PROPRIETĂŢI ALE TRIUNGHIULUI ISOSCEL 


Am demonstrat că toate triunghiurile isoscele au unghiurile care 
se opun laturilor congruente tot congruente. Este normal să ne între- 
băm dacă în afară de triunghiurile isoscele, nu mai există şi alte triu- 
unghiuri care să aibă două unghiuri congruente. Altfel spus: triun- 
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ghiurile isoscele sînt singurele triunghiuri care au „proprietatea“ de 
a avea două unghiuri congruente? Vom dovedi (demonstra) că numai 
triunghiurile isoscele au această „proprietate“. 

Următoarea teoremă „descrie“ această „nouă proprietate“ a 
triunghiurilor isoscele: 


Teoremă. Dacă un triunghi are două unghiuri congruente, 
atunei laturile opuse unghiurilor congruente „sînt congruente“, adică 
este un triunghi isoscel. 5 

De exemplu, dacă în triunghiul ABC unghiurile ABC şi ACB 


sint congruente, atunci laturile [AC] şi [AB] sint congruente. 
Vom folosi, pentru demonstraţie, desenul din figura 175. 
A 


Ipoteza Concluzia 
A ABC, [ACI=(AB). 
X ABC=X ACB. Fig. 175 A 

8 c 


Demonstrația are un caracter mai special. Vom compara A ABC 
(cu virturile în această ordine) cu A ACB (cu virfurile în această or- 
dine). Este vorba, de fapt, de acelaşi triunghi A BC despre care vom 
spune că este „congruent cu el însuși“ (evident el este „identic“ cu 
el însuși). Deci: 

X ABC (din A ABC) este congruent cu X ACB (din A ACB), 
(adevăr consemnat în ipoteza teoremei); 

[BC]=I[C8B], Catură comună); 

X ACB (din A ABC) este congruent cu X ABC (din A ACB), 
(adevăr consemnat, de asemenea, în ipoteza teoremei). 

Putem afirma că A ABC este congruent cu A ACB, contorm ca- 
zului al doilea de congruenţă a triunghiurilor oarecare (ULU). Triun- 
ghiurile fiind congruente, au și celelalte trei elemente omoloage con- 
gruento, și anume: [ACJ]=[AB], X BAC=xX CAB, [AB]=([AC], 

Prima și a treia dintre congruenţele demonstrate reprezintă una 
și aceeași. congruenţă şi anume congruenţa din concluzia acestei teo- 
reme. Deci putem afirma că: [ACI =([AB] (q.e.d). 

Vom înţelege că în afară de triunghiurile isoscele „nu mai există“ 
triunghiuri care să aibă două unghiuri congruente (şi anume acelea 
care se opun laturilor congruente). 

Aţi observat probabil, cu ușurință, că teorema demonstrată mai 
sus este „reciproca“ teoremei enunțate la pagina 65. 

Observaţie. Dacă o dată cu teorema directă este adevărată şi 
reciproca ei, și dacă proprietatea descrisă de ipoteza teoremei reciproce 
ne conduce la figurile geometrice definite în ipoteza teoremei directe, 
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atunci această proprietate este numai a figurilor definite în ipoteza 
teoremei directe. O astfel de proprietate a unor figuri geometrice şi 
numai a acelor figuri geometrice se numește proprietate caracteristică 
a acelor figuri. 

În acest sens, teorema reciprocă: „dacă un triunghi are două 
unghiuri congruente, atunci laturile opupa unghiurilor congruente 
sint congruente“ trebuie înţeleasă astfel: „orice triunghi isoscel are 
proprietatea de a avea două unghiuri congruente, şi anume acelea 
care se opun laturilor congruente, dar numai aceste triunghiuri o au.“ 
Această proprietate este caracteristică triunghiurilor isoscele. 


0 teoremă reciprocă (a teoremei a doua de la pagina 
67). Dacă un triunghi este isoscel, atunci mediana corespunzătoare 
bazei este şi bisectoarea unghiului de la vîrt. 


A 
Ipoteza Concluzia 
A ABC, [AB] [AC], x BAD=X CAD. 
De (BC), [BD] = [DC]. 
8 [23 
0 
Fig. 176 


Demonstrația. Triunghiurile ABD şi ACD (fig. 176) sint congru- 
ente pentru că: 


[80] a] (din ipoteză), conform cazului 3 
[AD] = [AD] (Qatură comună). | de congruenţă (LLL). 

În triunghiurile congruente ABD şi ACD, laturilor congruente 
(LBD] și [DC]) li se opun unghiuri congruente: X BAD =X CAD 
(q.e.d.). 

Observăm, în continuare, că, pe baza primei teoreme de la pagina 
67 (într-un triunghi isoscel bisectoarea unghiului de la virt include și 
înălţimea corespunzătoare bazei) putem afirma că „mediana este și 
înălțime“. 

Această nouă „proprietate“ a triunghiurilor isoscele o enunțăm 
cu ajutorul următoarei teoreme. 


Teoremă reciprocă. Dacă un triunghi este isoscel, atunci 
mediana corespunzătoare bazei lui include şi înălţimea corespunză- 
toare bazei triunghiului. 

Demonstrația a fost făcută! 

Altă teoremă reciprocă (a primei teoreme de la pagina 67). Dacă un 
triunghi este isoscel, atunci înălțimea corespunzătoare bazei include 
şi bisectoarea unghiului de la vîrf. 
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A 
Ipoteza + Concluzia 
A ABC, * BAD=X CAD. 
(AB) (ACI, ape 
De(B0, SI jZZ S 
AD BC. Nae A 

/ 
N Fig. 177 
La 


Demonstrația. Am scris în ipoteză că triunghiul ABC este isoscel 
(LA B][AC)). Aceasta înseamnă că, în cele ce urmează, putem folosi 
toate informaţiile deduse direct din acest fapt, toate concluziile teore- 
melor demonstrate pînă acum. 

Facem o „construcţie“ ajutătoare: „prelungim“ segmentul AD 
cu un segment DE congruent cu el ((AD]=(DE)) (fig. 177). 

Din faptul că: 


[AD]=(ED] (din construcţie), 
3 ADC=X EDC (din ipoteză (ADLBC)), 
[DC] = [DC] (latură comună). 


Rezultă că A ADC = A EDC (LUL). 


Din congruența triunghiurilor ADC şi EDC, astfel demonstrată, 
rezultă că: (1) [AC] [EC] (pentru că se opun unghiurilor congruente 
ADC şi EDC). 

Deci A ACE este isoscel. 

În mod asemănător se demonstrează congruența AADB= 
= AEDB. Din această congruenţă rezultă: (2) [AB] =[EB)] (pentru că 
se opun unghiurilor congruente ADB şi EDB). Deci A ABE este isoscel. 

Din ipoteză ([AB] AC]) şi din congruenţele (1) şi (2) demon- 
strate, rezultă că [AB [AC]=[EC]=(EB]. 

Am demonstrat astfel că triunghiurile isoscele ABE și ACE sînt 
congruente, avind latura [AF] comună (cazul 3 de congruenţă — LLL) 
și deci unghiurile de la baze sint congruente; deci BAD=X CAD 
şi deci [AD' este bisectoarea unghiului de la virtul triunghiului dat, 
care este %X BAC (q.e.d.). 


Observaţia 1. "Toate proprietăţile triunghiurilor isoscele care se 
referă la bisectoarea unghiului format de laturile congruente (teo- 
reme directe şi teoreme reciproce) cit şi la mediana corespunză- 
toare bazei, pot fi enunțate într-o singură propoziţie: 


Dacă un. triunghi este isoscel, atunci bisectoarea interioară cores- 
punzătoare unghiului de la vîrf, înălţimea corespunzătoare bazei şi 
mediana corespunzătoare bazei -se confundă. 
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Putem ilustra grafic această afirmaţie prin Bisectoare 
schema din figura 178. Pai 
Observaţia 2. Sintem în măsură acum să dăm 


o altă metodă de a determina mijlocul unui seg-  Medionă=—=/păfţime 
ment. Să luăm de exemplu segmentul [AB] din Fig. 178 
figura 179. 


IS crhua 


Construim,cu ajutorul compasului și al riglei negradate,un triun- 
ghi isoscel de bază [AB], așa cum am procedat la pagina 64 (fig. 164). 
Fie C virtul opus bazei [AB]. Cu ajutorul echerului desenăm înălţimea 
CD a triunghiului (De (A48B)). Triunghiul CAB fiind isoscel, înălţi- 
mea corespunzătoare bazei se confundă cu mediana corespunzătoare 
bazei, deci [AD] = [DB]. În acest fel am găsit mijlocul segmentului 
tără a folosi măsurarea cu. rigla gradată. (Mai există şi alte procedee 
de a găsi mijlocul unui segment, fără a folosi echerul.) 

.". 

Cu ajutorul teoremelor „directe“ sau „reciproce“ am enunțat 
unele din „proprietăţile“ triunghiurilor isoscele. 

Le recapitulăm acum, formulindu-le astfel: 


1. Weoremă. Dacă un triunghi este isoscel, atunci unghiurile 
opuse laturilor congruente sînt congruente şi reciproc: dacă un triunghi 
are două unghiuri congruente, atunci laturile opuse unghiurilor con- 
gruente sînt. congruente (proprietate caracteristică). 

2. Teoremă. Dacă un triunghi este isoscel, atunci bisectoarea 
unghiului de la vîrt este şi înălţimea corespunzătoare bazei şi reciproc: 
dacă un triunghi este isoscel, atunci înălțimea corespunzătoare bazei 
este și bisectoarea unghiului de la vîrf. 

3. Teoremă. Dacă un triunghi este isoscel, atunci bisectoarea 
unghiului de la vîrt este şi mediana corespunzătoare bazei și reciproc: 
dacă un triunghi este isoscel, atunci mediana. corespunzătoare bazei 
este şi bisectoarea unghiului de la vîri. 

4. Teoremă. Dacă un triunghi este isoscel, atunci bisectoarea 
unghiului de la vîrt este şi mediatoarea corespunzătoare bazei. 

5. Teoremă. Dacă un triunghi este isoscel, atunci mediana 
corespunzătoare bazei este şi înălţimea corespunzătoare bazei. 
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Ă 9 
$ Lă obleme rezolvate 


Problema 1. În figura 180, punctele D, B, C, E sînt colineare 
şi distincte două cîte două, iar segmentele [AB] și [AC] sint congruen- 
te. Dacă [AF, bisectoarea unghiului BAC, (£ e (BC)) este şi bisec- 
toarea unghiului DAE, atunci segmentele [BC] și [DE] au același 
mijloc şi anume punctul F. 

Rezolvarea. Din ipoteză ştim că [AB] [AC] 
şi A7 BAF = X CAF, ceeă ce înseamnă: că potrivi 
uueia dintre proprietăţile triunghiului isoscel bisec- 
toarea unghiului format de laturile conzruente este şi 
mediana corespunzătoare bazei, deci: [BF] [FC], 
adică F este mijlocul lui [BC] — prima „concluzie“ 
a fost demonstrată. 

[:] II FC E „Pentru a demonstra și a doua „concluzie“ va 
Fig. 180 fi nevoie să demonstrăm că și triunghiul ADE este 
isoscel de bază (DE). 

- Observăm că unghiurile DAB și BAF sint unghiuri adiacente, iar unghiul 
DAB este un „unghi diferenţă“, ceea ce ne permite să scriem: 

(1) m(3 DAB) = m(X DAF) — m(3 BAF). 

Cum [AF este bisectoare comună unghiurilor, BAC și DAE, relaţia (1) poate 
fi scrisă: (1')m(X DAB) = . m(3 DAE) — - -m(X BAG). 

De asemenea, unghiurile FAC şi CAF sint unghiuri adiacente şi unghiul 
BAC tot un „unghi diferență“, deci putem scrie: + 

(2) m(3c EAC) = m(3C EAF) — m(3 CAF). 

Din aceleași motive, specificate mai sus ([AF bisectoare comună), putem 
serie: (2)rm(3c EAC) = Î7 + m E DAE)— 1. mc BAC). 


Comparind relaţiile (11) și (2), constatăm că: (3) X DAB= a BAC. 

În plus, mai avem: (4) [AB] LAC] (din ipoteză), (5) 3 DEA = X ECA 
(fiind suplemente ale unghiurilor congruente ABC şi ACE de la baza triunghiului 
isoscel ABC). 

Conruenţele (3), (4), (5) pun in evidenţă -congruența triunghiurilor ABD şi 
ACE (ULU), in care [AD]E(AE) (pentru că se opun unghiurilor  congruente 
DBA şi ECA). Rezultă deci că A ADE este isoscel de bază [DE] şi asttel şi a doua 
„concluzie“ a fost, demonstrată. 


Problema 2. În figura 181, ştim că următoarele elemente 

sint congruente: X BAD X CAD, X BDA=X CDA. Să se de- 

A monstreze că dreapta AD este mediatoarea seg- 
mentului [BC]. 

Completam mai întii desenul prelungind segmentul [AD] 
şi notind AD N BC = (E). 

Rezolvarea. Observăm că în A ABC, [AE este bisec- 
toarea unghiului BAC (din ipoteză). 

Gindim astfel: dacă triunghiul ABC ar fi isoscel de 
bază [BC], atunci bisectoarea unghiului BAC ar fi şi media- 
toarea laturii [BC], adică tocmai ceea ce ar trebui să de- 
monstrăm. Rămine deci de demonstrat că triunghiul ABC 
Fig. 181 este isoscel. 


Comparăm triunghiurile A DB şi ADC. Ele sint congruente conform cazului 2 
de congruenţă (ULU) deoarece: X BAD X CAD, (din ipoteză), [AD] = [AD] 
(latură comună), 3 BDA = 3 CDA (din ipoteză). 

Unghiurilor congruente BDA şi CDA li se opun laturi respectiv congruente 
[AB] şi [AC]. Triunghiul ABC este isoscel de bază [BC] şi deci: [BE]S(EC], 
AE_L BC (AE este mediatoarea segmentului [BC] (q.e.d.). 


Problema 3. Fie ABC un triunghi isoscel ([AB]=[AC]) 
și ADLBC (D= (BC)). Dacă X ADP=XADR, „unde Pe(A4B) 
și Re (AC), atunci dreptele AD şi PR sînt perpendiculare. 


Rezolvarea. a) Ştim din datele problemei că triunghiul A 
ABC este soscel si că [AD] este înălțimea acestui triunghi 
corespunzătoare bazei [BC] (fig. 182). Contorm unei pro- 
prictăţi a triunghiurilor isoscele, înălțimea unui triunghi 
isoscel corespunzătoare bazei este şi bisectoarea unghiului 
de la virf. Aşadar, [AD este bisectoarea unghiului BAC şi 


scriem: X BADSX CAD. (4) £, (4 
Deoarece P E (AB) şi R E (AC) — din ipoteză —re- ş 5 
laţia (1) poate fi sorisă: X PAD RAD... (1) o 
b) Comparăm triunghiurile ADP şi ADR. Relaţia (1'), Ha. 182 


faptul că [AD] este latură comună şi X ADP X ADA 
(din ipoteză) dovedesc că cele două triunghiuri sint congruente (ULU). În aceste 
triunghiuri congruente [A P] şi [AR] sint laturi omoloage, deci putem scrie: 


[API=(AR]. (2) 


c) Din relaţia (2) deducem că triunghiul APR este isoscel (definiţie). Or, 
în acest triunghi [AD este bisectoarea unghiului de la virf PAR (contorm. relaţiei 
(1) şi ipotezei). 

Deoarece într-un triunghi isoscel bisectoarea unghiului de la virf este şi inăl- 
ţimea triunghiului corespunzătoare bazei (proprietate), rezultă adevărul că AD_. 
LL PR (q-e.d.). 


Problema 4. Fie ABC în triunghi isoscel ([AB] LAC] şi 
DE(AB), E (AC) asttel incit [BD] =(CE]. 

Dacă P este mijlocul lui [BC], S mijlocul lui [DE] şi (8) = 
= BE N CD, atunci: 


a) Dreapta PR este bisectoarea unghiului BRC. 
b) Dreapta RS este perpendiculară pe dreapta DE. 
e) Punctele P, R, S sînt colineare. 


Rezolvarea. Observăm că în ABRC, (RP) este me- 
diana corespunzătoare laturii [BC], iar în A DRE, RS] este 
mediana corespunzătoare laturii [D2] (din ipoteză) (fig. 183). 

Gindim astfel: dacă triunghiurile BAC şi DRE ar fi 
isoscele, -atunci [RP ar fi bisectoarea unghiului BAC, iar 
[RS] ar fi înălțimea triunghiului DRE corespunzătoare. la- 
turii (DE), adică tocmai ceea ce ar trebui de demonstrat 
(a şi b). Hămine deci să demonstrăm că triunghiurile BRC 
și DRE sînt isoscele. 

a) Ne fixăm atenţia asupra triunghiurilor BDC şi CEB. 
Ele sint congruente deoarece: [ED] S(CE] (din ipoteză), Fie. 183 


unghiurile DBC şi ECB sint congruente, fiind unghiurile de la baza triunghiului 
isoscel dat ABC, iar [BC] este latura lor comună (LUL). 

i În triunghiuri congruente, laturilor congruente ([8D] şi [CE]) li se opun 
unghiuri respectiv congruente: XI BCD XCBE (1), iar unghiurilor congruente 
(CBD și BCE) li se opun laturi respectiv congruente [CD] [BE]. (2) 

Din relaţia (1) deducem că A RBC este isoscel (conform teoremei reciproce 
a triunghiului isoscel) şi anume: [RE] [RC]. (3) 
-_ Cum în triunghiul isoscel BRC, [RP] este mediana corespunzătoare, bazei 

[BC] (din ipoteză), rezultă că [A P este şi bisectoarea unghiului BRC (proprietate) 
şi astiel prima concluzie este demonstrată. De aici avem: 


X BRPE XCRP (4) 


b) În continuare, demonstrăm că şi triunghiul DRE este isoscel. 

Congruenţele (2) şi (3) le putem scrie ca egalităţi ale lungimilor segmentelor 
(potrivit. definiţiei congruenţei segmentelor): CD = BE şi RC = RB. 

Scăzind, membru cu membru, obţinem: CD-—CR= BE-— BR, adică 
RD = RE, sau încă [RD] (RE). (6) 

Acest rezultat exprimă că triunghiul RDE este isoscel (definiţie). 

Cum în triunghiul RDE, [RS] este mediană (din ipoteză), ea va fi și înălțimea 
acestui triunghi corespunzătoare laturii [DE] (proprietate). Scriem acest lucru 
asttel: AS _L DE (6) deci, şi a doua concluzie a fost demonstrată, 

c) Pentru a demonstra ultima concluzie, observăm că în triunghiul isoscel 
RDE, mediana [RS] este și bisectoarea unghiului DRE (proprietate), adică 
X DRSSX ERS (7). Observăm, de asemenea, că: X DRBSX ERC, (8) 
fiind opuse la virt (din ipoteză). 


Să considerăm sumele: 


m(32 SRD) + m(X DRB) + m(X BRP) şi 
m(3E SRE) + m(SCERC) + m(X CRP). 


Contor -relaţiilor (4), (7) şi (8), aceste sume sint egale. Deoarece suma măsu- 
rilor tuturor acestor şase unghiuri este egală cu 360” (fiind unghiuri formate în 
jurul punctului R), rezultă că fiecare dintre aceste două sume este egală cu 180% 
şi deci unghiul SRP este un unghi alungit, ceea ce este tot una cu faptul că pune- 
tele P, R, S sint colineare, sau că punctul R aparţine dreptei PS (q-e.d.). 


e 17. Exerciţii și probleme 


"1, Juatificaţi de ce triunghiul POR în care: a) mm(3- 0) = 28%95'16" şi 
m(3E R) = 2729476", b) m(3E. P) = 2601525” şi m(3C R) — 25%75'25", c) m(3 P) = 
= 480 şi m(a 0) — 43*119/60” este isoscel. 

3. Un triunghi MP are: a) m(3 M) = 40* şi m(32 N) = 2: 19%59'60”, 
b) (CM) = 30% şi m(3 P) = ar, c) m(3C P) = 45 şi (3 M) = IL. tar, 
d) m(3E P) = 60 şi (m3c N) = ai .A dr. Este isoscel acest triunghi? Care dintre 


laturile lui sint congruente? 
3. In triunghiul isoscel ABC ([ABJ(AC]), D € (BC). Dacă BD= E - BC 
şi m(3E DAC) = 20%, aflaţi: a) m(3E BAC); b) m(3 ADC). 
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4. În triunghiul isoscel ABC ((AB] (ACI), M € (BC). Dacă BC — 8 cm, 
m(3 AMC) = 90 şi m(3X BAM) = 40, aflaţi: a) m(3 MAC); b) lungimea 
segmentului [BM]. 

„5. În triunghiul isoscel MNP (NMJ]=I(NP)), A€E(MP). Dacă (MAJ= 
IP] şi m(X MNA) = 35%, aflaţi: a) m(3 MNP); b) m(X MAN). . 

6. În triunghiul isoscel A BC ([AB] LAC]), D este piciorul medianei cores- 
punzătoare bazei. Să se calculeze: a) lungimea segmentului [B.D], dacă BC = 0,2 m; 
b) m(3 BAC), dacă m(X DAC) = 18%50”; c) perimetrul triunghiului ABC, dacă 
AB =]5cm și BD = 2cm. 

5, 7. Se dă triunghiul MP în care [MN] (M P]şi R € (VP). Să se calculeze: 
a) m(NMR), dacă m(33 NMP) = 65 şi MR L NP; b) m(3- NMP), dacă 
m(3c AMN) = 2845! şi INRISIRPI: c) perimeirul triunghiului MP, dacă 
MP'=9 cm, MN = 3: NR şi [NR (RP. 

8. Se dă triunghiul POR în care | POJ(PR] şi T € (OR). Să se calculeze: 
a) m(3QPR), dacă 07=5 cm, „05 m şi m(3C 7PR) = 321625; 
b) m(3 PTR), dacă QR = 12cm şi TR=6 cm. 

9. In triunghiul isoscel ABC ([A BJ(AC)) din figura 184 A 
ducem medianele [BB] şi [CC']. Stabiliţi dacă: a) ABB 

X ACC'; b) Comparaţi unghiurile B'BC şi C'CĂ; c) De- 

monstraţi congruenţa medianelor desenate. (Acest rezultat poate 

fi folosit şi în alte probleme;); d) Notind (G) = BB' N CC”, ce p 

fel de triunghi este A GBCî e) Comparaţi triunghiurile GBC" e 8 
i GCB'. 

EEE 10 Srebaetia triunghi isoscel ABC ([AB] S(AC]) se duce 

biseotoarea [AD]. Știind că perimetrul. triunghiului A BC este 

egal cu 18 cm, iar perimetrul triunghiului ABD este 12cm, să 8 e 

se calculeze lungimea bisectoarei [AD Fig. 184 
11. În vriunghiul isoscel A BC ([A B)Z(AC)) cu AB = 14cm 

şi BC = 8cm. Punctul D este mijlocul luturii [AB]. Se con- 

struieşte perpendiculara pe AB în D, care intersectează dreap- 

ta BC în E. Știind că perimetrul triunghiului AC este de 

32 om, să se calculeze lungimea segmentului A E. o 

12. Fie zOy un unghi şi Pun punct pe bisectoarea lui. 

Perpendioulara din P pe bisectoarea [OP intersectează la- 

turile [Or și [Oy în punctele A şi P (fig. 185). Cercetaţi 

dacă [04081 

18. În triunghiurile isoscele AOB şi COD,[OE este bisec 
toarea unghiurilor AOB şi COD (fig. 186). Să 'se demonstreze pis 
că [AC] SIBD] şi [AD] [BC]. si 

14. În triunghiul isoscel ABC ((AB] (AC), M şi N sint două punete ce 
aparțiu laturilor [AB], respectiv [AC] astfel incit [AM] sa [AN] şi D piciorul înăl- 

vimii din A (lig. 187). Cercetaţi dacă triunghiul MN este isoscel. 


0 A 
W 

E: £ D Fig. 186 Fig. 187 & Fig. 198 
8 7) C. 

15. În figura 188 sint desenate doua cercuri concentrice cu centru 0. Seg- 


mentul [A B] are capetele pe cercul cu raza mare şi intersectează cercul cu raza 
mică în C şi D. Să se arate că: 
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a) segmentele [AB] şi [CD] au acelaşi mijloc; b) segmentele [AC] şi [BD] 
sint congruente. 

16. Perpendiculara în A pe latura [4B]a unui triunghi isoscel ABC ([AB) = 
ACI) intersectează dreapta BC în M, iar perpendiculara în A pe latura [AC] 
intersectează pe BC în N. Să se demonstreze că [BM] CN] şi că triunghiul AMN 
este isoscel. 

17. într-un triunghi isoscel bisectoarele interioare ale unghiurilor congruente 
sint segmente congruerite. (Această propoziţie se poate folosi ca adevăr cunoscut 
în rezolvarea altor probleme.) 

18. În figura ÎR9 A ABC este isoscel ([ABJ[AC]) şi AACD, de asemenea, 
tot isoscel (LACI[AD]). Să se demonstreze că XABD EX ADB. 

A 


A K A E 
p N 
B PE RA 
[i ri c 
Fig. 189 Fig. 190 Fig. 191 


19. Triunghiul ABC este dreptung! 
un segment [BD] congruent cu ea (CB) 
streze că XDA CAB. 

20. În figura 19Î, triunghiurile ABC şi ADE sintrisoscele și congruente 

ADI ZIAE) și X BAC X DAE), iar r [AM și LAN sint bineo- 


în_B. Se prelungește latura [CB] cu 
BD)), ca în figura 190. Să se demon- 


22. În figura 195 [AB] 
C.A, M, de asemenea, sint colineare. Dacă AD BE i LAZ este bisectoarea un- 
ghiului MAN. SA să ianionsteese să panatelă! D, A, E sinţ colineare. 


AX AFA 


Fig. 192 Fig. 193 Fig. 194 a) 195 


23.. Fie POR un triunghi în care [ PQ] | PRI, O piciorul medianei corespun- 
zătoare laturii [OR] iar [OS] şi[O 7] bisectoarele interioare ale unghiurilor POR, res- 
pectiv POQ (fig. 194). Să se demonstreze că triunghiul OS 7 este dreptunghic şi 
isoscel. 

24. Două triunghiuri isoscele ABC şi BCD au aceeaşi bază [BC] (4 z D). 
Să se demonstreze că AD L BC. (Construaţia triunghiurilor poate fi realizată 
în două moduri (fig. 195); faceţi demonstraţia în ambele cazuri.) 
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25. Pe laturile congruente [AB] şi [AC] ale triunghiului isoscel ABC se iau 
punctele M şi. respectiv N, astiel încit [AM][AN). Fie (P| = BN O CM. 
Să se demonstreze că AP BC. 

26. Fie [AD] înălţimea triunghiului ascuţitunghic ABC (DE (B0)). Dacă 
pe = 3. BD şi M este mijlocul laturii [BC], să se demonstreze că X ABC = 

MB. 


27. În triunghiul ABC, în care AB < BC, se consideră biseotoarea [BD 
„a unghiului ABC şi perpendiculara din A pe BD, care intersectează pe BC în E. 
Să se demonstreze că [AB] (BE). 

.". 

Următoarele teoreme reciproce au demonstraţii foarte simple, pe care le puteţi 
face și singuri. 

28. Dacă într-un triunghi bisectoarea unui unghi este și înălțime, triunghiul 
este isoscel. 

29. Dacă într-un triunghi înălțimea corespunzătoare unei laturi este şi me- 
diană, triunghiul este isoscel. 

30. Dacă într-un triunghi mediana, corespunzătoare unei laturi este şi bi- 
seotoare a unghiului opus aceleiași laturi, triunghiul este isoscel. (Indicaţie: pe 
dreapta în care este inclusă mediana, consideraţi un segment congruent cu ea.) 

Aceste trei probleme (teoreme reciproce) constituie proprietăţi caracteristice 
ale triunghiurilor isoscele. 

Afirmațiile din problemele 29 și 30 rămin valabile şi în cazul în care, în loc 
de „mediană“, s-ar pune „mediatoare“. 


27. TRIUNGHIUL ECHILATERAL 


Am definit, la pagina 45, triunghiul echilateral. Ne propunem acum 
să învăţăm cum se construiește un triunghi echilateral şi să studiem 
apoi „proprietăţile“ lui. 

Așa cum s-a arătat în prima parte a acestui manual, triunghiul 
echilateral este un triunghi isoscel „particular“. Particularitatea lui 
constă în aceea că „baza“ triunghiului este și ea congruentă cu „la- 
turile congruente“. La construcţia unui triunghi echilateral vom pleca 
deci de la construcţia unui triunghi isoscel şi anume: desenăm un seg- 
ment oarecare [A B] (fig. 196,a) pe care să-l considerăm „bază“ a triun- 
ghiului. În continuare, luăm în deschiderea compasului o distanță 
egală cu lungimea segmentului AB, fixăm acul compasului în punctul 
A şi desenăm un cerc. Apoi, mutăm acul compasului în punctul B 
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şi, cu aceeaşi deschidere, descriem un alt cerc şi notăm punctele de 
intersecţie ale celor două cercuri — de exemplu cu C şi C” (fig. 196,5). 
Deoarece în timpul construcţiei deschiderea compasului arămas ne- 
modificată (cercurile desenate au aceeaşi rază), putem scrie: AC= 
= AB (raze în cercul de centru A) şi BA — BC (raze în cercul de 
centru B). Conform proprietăţii de tranzitivitate” a egalităţii numere- 
lor raţionale (studiată în clasa a V-a), putem scrie AC= AB = BC. 
Cum egalitatea lungimilor unor segmente defineşte congruenţa seg- 
mentelor, putem scrie [4AB]=(BC]= [CA]. (Relaţia de congruență 
are proprietatea de tranzitivitate.) Deci triunghiul determinat de punc- 
tele A, B, C este un triunghi echilateral (fig. 196,c). 


Observaţii 

1. Oricare latură a triunghiului echilateral este o „bază“ a lui. 

2. Triunghiul echilateral fiind un triunghi isoscel, înseamnă că 
toate proprietăţile triunghiului isoscel sint şi proprietăţi ale triunghiu- 
lui echilateral. De asemenea, proprietăţile liniilor importante din 
triunghiul isoscel sint şi proprietăţi ale liniilor importante din triun- 
ghiul eohilateral. 

Din compararea definiţiei triunghiului isoscel cu cea a triughiu- 
lui Bo lăsa beam că în timp ce triunghiul isoscel are numai- 
două laturi congruente, triunghiul echilateral are toate laturile con- 
gruente între ele. De aici rezultă noi proprietăţi ale triunghiului 
echilateral. De exemplu, următoarea proprietate: 


Teoremă. Unghiurile unui triunghi echilateral sînt con- 
gruente. 
Demonstrația. Fie ABC un triunghi echilate- 
Ai ral ([A B]=(BCJ=[CA)), (fig. 197). Din[ABJ=(BC] 
rezultă, conform teoremei directe a triunghiului 
isoscel, că: X C= XA. 
Din (BC]= [CA], conform -aceleiași teoreme, 
rezultă că: X x B. 
8 G Conform proprietăţii de tranzitivitate a re- 
Fig. 197 - laţiei de congruenţă rezultă: XC=XxA=XxB 
(q.e.d.). 
Teoremă reciprocă. Dacă într-un triunghi unghiurile 
sînt congruentae, atunci triunghiul este echilateral. 
A Demonstrația. Fie ABC un triunghi în care 
XA=XB=X C (fig. 198). Din x A=XBoeon- 
form teoremei reciproce a triunghiului isoscel, re- 


zultă că: [BC] [CA] (1). 
8 c Din XX B=X C, conform aceleiaşi teoreme, 
Fig. 198 rezultă că: [CAJ=[AB] (2). 


1 Cuvintul „tranzitivitate“ vine din limba latină: transutus = trecere, săhimbare. 


Conform proprietăţii de tranzitivitate a relaţiei de congruenţă, 
din congruenţele (1) şi (2) rezultă: [BCJ]E[CAJE[AB] (q-e.d 

Să reținem că proprietatea unui triunghi de a avea toate unghiu- 
rile congruente o are numai triunghiul echilateral (este o proprietate 
caracteristică). 


28. ALTE PROPRIETĂŢI ALE TRIUNGHIULUI ECHILATERAL 


Următoarele proprietăţi ale triunghiurilor echilaterale sînt pro- 
prietăţile liniilor importante din triunghiurile echilaterale. Vom de- 
monstra următoarele teoreme. 

Teoremă. Dacă un triunghi este echilateral, atunci bisectoa- 
rele unghiurilor triunghiurilor sînt şi medianele laturilor triunghiului 
(opuse unghiurilor respective). A 

Demonstrația 

Fie triunghiul echilateral ABC (fig. 199) pe care 
îl considerăm isoscel, astfel: [AB][AC] și repetăm 


demonstraţia făcută la triunghiul isoscel (la pagina 8 ri c 
67). Deci bisectoarea unghiului BAC este şi mediana 
laturii [BC]. rin 


Apoi, considerăm triunghiul ca fiind isoscel astiel: [BA]=([BC] 
şi deducem că bisectoarea unghiului B este și mediana laturii (AC). 
În sfirşit, considerindu-l isoscel: [CB] = [CA], deducem că bisectoarea 
unghiului C este și mediana laturii [AB]. 

În acest fel teorema este demonstrată. 

Teoremă. Dacă un triunghi este echilateral, atunci medianele 
laturilor triunghiului sînt şi bisectoarele unghiurilor triunghiului 
(opuse laturilor respective). 

Observaţi că această propoziţie este reciproca teoremei preceden- 
te. Pentru a dovedi că această propoziţie reciprocă este o teoremă, 
vă propunem ca temă să dovediţi, printr-o demonstraţie, că ea este 
adevărată. 

Teoremă. Dacă un triunghi este echilateral, atunci bisectoa- 
rele unghiurilor triunghiului sînt şi înălțimile triunghiului corespunză- 
toare laturilor triunghiului care se opun unghiurilor respective. 

TPeoremă. Dacă un triunghi este echilateral, atunci bisectoarele 
unghiurilor triunghiului sînt şi mediatoarele laturilor triunghiului 
care se opun unghiurilor respective. 

Teoremă. Dacă un triunghi este echilatera,, atunci medianele 
laturilor triunghiului sînt şi înălțimile triunghiului, corespunzătoare 
aceloraşi laturi. 

Vă propunem, ca temă, să demonstraţi singuri aceste proprie- 
tăţi, deoarece ele repetă demonstraţii deja cunoscute de la „triun- 
ghiurile isoscele“. 
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Gu ajutorul teoremelor „directe“ sau „reciproce“ am enunțat 
unele din „proprietăţile“ triunghiurilor echilaterale. Le recapitulăm 
acum; formulindu-le astfel: 

1. Teoremă. Dacă un triunghi este echilateral, atunci el are 
toate unghiurile congruente şi reciproc: dacă într-un triunghi toate 
unghiurile sînt eongruente, atunci triunghiul este echilateral (proprie- 
tate caracteristică). 

2. Teoremă. Dacă un triunghi este echilateral, atunci bisec- 
toarele unghiurilor triunghiului sînt și înălțimile triunghiului corespun- 
zătoare laturilor de se opun unghiurilor respective şi reciproc: dacă un 
triunghi este echilateral, atunci înălțimile triunghiului sînt şi bisectoa- 
rele unghiurilor triunghiului. 

3. Teoremă. Dacă un triunghi este echilateral, atunci bisec- 
toarele unghiurilor triunghiului sînt şi medianele laturilor triunghiului 
ce se opun ungli ilor respective și reciproc: dacă un triunghi este 
echilateral, atunci medianele laturilor triunghiului sînt şi biseetoarele 
unghiurilor triunghiului ce se opun laturilor” respective. 

4. Teoremă. Dacăun triunghi este echilateral, atunci bisectoa- 
rele unghiurilor triunghiului sînt şi mediatoarele laturilor triunghiului 
ce se opun unghiurilor respective. 

5. Deoremă. Dacă un triunghi este echilateral, atunci media- 
nele laturilor triunghiului sînt şi înălțimile triunghiului corespunză- 
toare aceloraşi laturi. 


. 
.". 


Dacă notăm cu T mulţimea tuturor triunghiurilor, cu T, mulţi- 
mea tuturor triunghiurilor isoscele şi cu T, mulţimea tuturor triun- 
ghiurilor echilaterale, putem reprezenta într-un desen (fig. 200) urmă- 
toarea incluziune: T,cT,cT. 

Vom înţelege că oricare ar fi 
triunghiul echilateral T,, el este şi 
triunghi isoscel T, şi, evident, este 
triunghi 7. Vom mai înţelege şi fap- 

Ti tul că oricare ar fi proprietatea tri- 
(p unghiului isoscel T,, ea este şi pro- 
prietate a triunghiului echilateral i e 
dar că acesta. din urmă are și alte 
proprietăţi pe care nu le are triun- 
Fig. 200 ghiul isoscel. 


Probleme rezolvate 

Problema 1. Fie un punct interior triunghiului echilateral 
ABC. Să se demonstreze că dacă [04]= [OB] = [OC], atunci bisec- 
toarele unghiurilor AOB, BOC, COA sînt mediatoarele laturilor triun- 
ghiului ABC. 
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Rezolvarea. Triunghiul OAB — de exemplu — este A 
isoscel (fig. 201) deoarece [04] [OB] (din ipoteză), iar 
unghiul de la virt este AOB. Conform unei proprietăţi a 
triunghiurilor isoscele, bisectoarea unghiului AO este şi i ja 


mediana și înălțimea corespunzătoare laturii [AB], deci | 
este mediatoarea laturii [AB]. je 
În mod analog se demonstrează că bisectoarele un- 


ghiurilor BOC şi COA sint şi mediatoarele laturilor [BC], KI a A 
respectiv [CA] (q-e-d.). Li 

Problema 2. Fie M și N mijloacele laturilor [BC], respectiv 
[CA] ale unui triunghi echilateral ABC, iar O intersecţia dreptelor 
AM şi BN. Demonstraţi că triunghiul BOC este isoscel. 


c 


Rezolvarea. Triunghiul ABC (fig. 202) fiind echila- A 
teral (din ipoteză), conform unei proprietăţi a triunghiu 
lor echilaterale, mediana [A.M] corespunzătoare laturii | BC] 
este şi inălțimea corespunzătoare aceleiaşi laturi [BC] și 


W 
deci m(3CO0MB) = m(32 OMC) = 90. 
Constatăm că triunghiurile OBM şi OCM sint con- (i SS 
" gruente pentru că: (BA) [CM] (din ipoteză), XOMB= e [i 
= XOMC (s-a demonstrat mai sus) şi [OM] = (0M] M 
latură comună (LUL). În aceste triunghiuri congruente, Fig. 202 


unghiurilor congruente OM B și OMC li se opun laturi care 
sint tot congruente: [08]3[0C]. Deci triunghiul BOC este isoscel (q-e.d,). 


Observaţie. În afară de punctul O, oricare alt punct ce aparţine dreptei AM 
determină impreună cu punctele B şi C tot un triunghi isoscel. 


Problema 3. Fie 7 intersecţia biseotoarelor unghiurilor ABC 
și ACB ale triunghiului echilateral ABC. Demonstraţi că triunghiul 
IAB este isoscel. 


Rezolvarea. Triunghiul A BC (fig. 204) fiind echilate- 
ral (din ipoteză), conform unei proprietăţi a triunghiuri- 
lor echilaterale, bisectoarea [CC” a unghiului ACB este 
mediatoaren corespunzătoare laturii [AB], adică: [ACI 
I(C'B] şi m(X AC'I) = m(X BC'1) = 90. 

'Triunghiurile ZAC” şi /BC' sint congruente pentru 
că (ACISIC'BIX ACI 2% BC'1 (cum s-a arătat mai 
sus) şi [/C”] latură comună (LUL). În aceste triunghiuri 
congruente. unghiurilor conuruente AC'J și BC'I li se £ Dă 
opun laturi tot congruente: [AI]SIBI|. Deci _triun- Fig. 203 
whiul ZAB este isoscel (q-e.d.). 


Problema 4. Semidreptele [Oz, [Oy, [02 formează unghiuri 
adiacente două cite două şi toate trei congruente între ele. Fie A, B, 
C puncte care aparţin respectiv semidreptelor [Oz, [0y, [Oz astfel încît 
OA = OB =0OC. Demonstraţi că: a) AB — BC = CA. b) Dreapta 
Oz este bisectoarea unghiurilor BAC şi BOC. c) Dacă M este mijlocul 
segmentului [AB], atunci punctele C, O, M sint colineare. 


2 
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fezolvarea. Fie [Oz' semidreapta opusă semidreptei [Oz (fig. 204). 


(LUL). În aceste triunghiuri congruente, unghiurilor congruarite 209, yOz, 20 
Îi se opun laturi congruente [A B] [BC] = [CA]. Rezultă di ca a po pla CA. 


Na monstrată mai sus) rezultă că: 3 BAO = 3 CAO (pentru 


dreapta Oz este bisectoarea unghiului PAC. 

Faţă de dreapta OA (sau z'z), suplementul unghiu- 
lui BOz” este unghiul BOA, iar suplementul unghiului 07 
este unghiul COA_(m(3- BOz') = 180" — m(32 BOA) 
şi m(3- COz') = 180 — m(X COA)). Cum unghiurile BOA 
şi COA sint congruente (au aceeaşi măsură), rezultă că 
m(3- BOz') — m(3 COz'), deci X BOz' = X COz! şi 
dreapta Oz este bisectoarea unghiului BOC. 


E 18. Exerciţii şi probleme 


— 

1. Justificaţi de ce, în următoarele cazuri, triunghiul POR este echilateral 

2) PO =0R = RP=8 om; b) m(X P) = m(X0) și X PA; 0) PO 

d om, OR = 0,3 dm, RP =0,03m; d) PO 6.2 dm. OR = 002 m, Rb= 
200 mm; e) PO = 0,007 Jim, QR = 7 cm, RP = 700 mim. 

2. În triunghiul echilateral ABC, notăm cu D, E, F picioarele biseotoarelor 
interioare unghiurilor A, B, C (în această ordine). Să te culeuleaa: a) perimetrul 
triunghiului A BC, dacă: 1) AB = 0,75 em: 2) BC = 120 mm; 3) CA 
b) BE+ CF, dacă AD = 3cm; AD — BE, dacă CF = 0,4 dm. 
m CEB), m(3C BEA) + m BEC), m(3E CEA) + m(3E A EB) 
d) EC, dacă AC = 5 om; e) AF, dacă CD 2 0,2 dm; t) BD+CE+ AF, dacă 


Se iau punctele D, E,F 
BEIICF]. Să se demân- 
nfăţişate în desen). 
ghiurile echilaterale ABC şi ACD (B 3 D). Dacă M este 
mijlocul laturii [AC], să se demonstreze că punctele 5, M, D sint colinare 

6. Se dă triunghiul echilateral A BC. Semidreptele (A, [By şi [Cz, exterioare 
triunghiului A BC, formează respectiv cu AB, BC şi CA unghiuri congruente între 
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Fig. 205 7ig. 206 


ele şi cu măsura mai mică de 302 (fig. 206). Dacă AA L AC(4' E[Cz ), PBL 
1 BA (B' ElAz) şi C'C LCB(C' ELBy), atunci triunghiul A'B'C' este echi- 
lateral. 

7, Fie ABC un triunghi echilateral şi D, E, F puncte din exteriorul triunghiu- 
lui ABC. Dacă AADBS A BECSACFA (congruența laturilor în ordinea 
scrisă) (fig. 207), atunci punctele D, E, F sint virturile unui triunghi echilateral. 


LA iz 
4 F 
: A 
Lă H 
2 

L) (i 
8 e 

fă 5 


Fig. 207 Fig. 208 


8. 'Triunghiul ABC din figura 208 este echilateral și [AD] (BEI SIBFI = 
CGI SICHIIAII. Dacă AD şi BE sint perpendiculare pe AB; BF şi CG 
sint perpendiculare pe BC; CH şi AZ sint perpendiculare pe CA, atunci cite trei 
din punctele D, E, F,G, Hi, 1 sint virturile unui triunghi echilateral. Care sint 
aceste puncte? - 

9. Într-un triunghi echilateral ABC, punctele M, N și P sint respectiv mij- 
loacele laturilor [A B), [BC] şi (CA). Demohstraţi că: a) Punctul P aparţine media- 
nei corespunzătoare laturii | MN] din triunghiul MN. b) Bisectoarea unghiului 
BAC: 1) conţine mijlocul segmentului [MP] şi 2) este perpendiculară pe dreapta 
BC în punctul N. c) Punctele C, M şi mijlocul segmentului [ PV] sint trei puncte 
colineare. d) Triunghiul MN P are toate unghiurile congruente intre ele. 


29. SIMETRIA FAŢĂ DE O DREAPTĂ 


Spunem că punctele A şi A' sint simetrice faţă de o dreaptă d 
(numită axă de simetrie), dacă dreapta d este mediatoarea segmentu- 
Îui [AA]. 

Punctul A' se numește 'simetricul punctului A faţă de dreapta 
d şi punctul A, simetricul punctului A faţă de aceeași dreaptă d. 


» Cuvintul „simetrie“ veste compus din două cuvinte provenite din limba 
greacă: syn = impreună şi metron = măsură. 
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Dacă punctul B aparţine axei de simețrie, el este p ropriul lui 
- simetric (fig. 209). 
A O mulţime de puncte / (figură geome- 
trică) admite o axă de simetrie „d“ dacă ori- 
d cărui punct A al mulţimii // (al figurii) îi 
B corespunde un punct A” al aceleiași mulţimi /// 
(figuri), care este simetricul lui faţă de axa de 

A” Fig. 209 simetrie d. 


Ezemplul 1. Două drepte perpendiculare sînt simetrice una faţă 
de cealaltă. 

Fie dreptele perpendiculare d, şi d, (d, N d; = (0)) (fig. 210). 
Luăm de exemplu punctul A pe dreapta d(A4 € d şi A 7 0). Distanţa 
de la punctul A la dreapta d, este AO (diferită de zero). Fixăm punc- 
tul A” pe dreapta d, în celălalt semiplan determinat de d,, astfel încit 
distanţa punctului A” la dreapta d, să fie egală 
cu AO, deci AO = OA”. În acest fel, segmen- 
tul [A A”] are ca mediatoare dreapta d,, deoa- 
rece: d, LLAA”] (dreptele d, și d, fiind per- 
pendiculare) şi AO = OA' (din construcţia 
făcută). 

A Punctele A și A' sînt deci simetrice faţă 
Fig. 210 de dreaptă d,. 


Exemplul 2. Orice punct al segmentului [AA'] are un simetric 
față de mediatoarea segmentului. Deci, mediatoarea segmentului 
[AA'] este axa lui de simetrie. Aceasta este o urmare a fap- 
tului că două drepte perpendiculare sînt simetrice una față de 
cealaltă. 

Dar segmentul [A A'] mai are şi o altă axă de simetrie şi anume 
dreapta în care este inclus segmentul. 

Exemplul 3. Bisectoarea unui unghi este axa de simetrie a un- 
ghiului. 

Această propoziţie o vom înţelege astfel: fie, la intimplare, un 
punct A pe latura [Oz a unghiului zOy (fig. 211), simetricul acestui 
punct faţă de bisectoarea [Oz se află pe cealaltă latură aunghiului 
z0y, pe semidreapta [0y. În figura 211 unde A E[Oz, A' S[Oz, A” <[Oy, 
punctul A” este simetricul lui A (AA” L [Oz şi AA” = A'4"). 


A_Z Se spune că latura [0y a unghiului este 
simetrica laturii [Oz faţă de biseotoarea [Oz a 
o A unghiului și invers, latura [Oz este simetrica 
Z laturii [Oy sau — mai pe scurt — că laturile 
27 unui unghi sint una simetrica celeilalte faţă 
Fig. 211 Y de bisectoarea unghiului. 
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Constatăm deci că semidreptele simetrice [Oz şi [Oy fac unghiuri 
congruente cu axa lor de simetrie [Oz. Astfel, putem construi un unghi 
cind cunoaştem una dintre laturi şi bisectoarea lui. : 

Revenind la figura 211, mai spunem că segmentul [A”A'] este 
simetricul segmentului [A A”) faţă de Oz şi invers, segmentul [A A”] este 
simetricul segmentului [A” A]. 

Din cele arătate mai sus, deducem că un triunghi isoscel are o 
axă de simetrie și anume bisectoarea unghiului de la virf (ea fiind în 
în același timp și mediatoarea bazei triunghiului), iar triunghiul 
echilateral are trei axe de simetrie, care sînt bisectoarele unghiurilor 
(deoarece biseotoarele sint și mediaţoarele laturilor). 


e 19. Exerciţii şi probleme 


1. Desenaţi un unghi MP a cărui măsură să fie de 507. Construiţi apoi 
INM” simetrica laturii [VM faţă de dreapta NP; de asemenea, construiți (N Br 
simetrica laturii [NP faţă de dreapta NM. 

2. Se dă un triunghi isoscel ABC ([ABIS[ACI) în care A, este piciorul bi- 
sectoarei interioare unghiului de la virf. Dacă [A A, şi (AA, sint simetricele bisec_ 
voarei LAA, faţă de dreptele AB și AC, să se gâsească m(I- BAA,), ştiind că 
AAs LL AA. 


4. În triunghiul isoscel ABC ([AB] 
BAN =X CAM = X MAN, demonsteaţi 
ajă de biseciourea unghiului BAC. 


AC) MN E(BC). Știind că 
ă M şi N sint puncte simetrice 


30. METODA REDUCERII LA ABSURD» 

Spuneam la începutul părţii a doua a acestui manual că „punctele 
de plecare ale judecăților pe care le vom face în viitor vor fi cele trei 
cazuri de congruenţă a triunghiurilor oarecare“. Și așa a și fost pînă 
acum! Aţi remarcat că de multe ori în demonstrațiile pe care le-am dat 
unor teoreme, precum şi la rezolvarea problemelor (propuse sau rezol- 
vate) a fost nevoie să se recurgă la ceea ce putem numi „metoda triun- 
urilor congruente“, metodă ce va fi folosită foarte mult și de acum 
încolo. G 


Expresia vine limba latină: argumentum ab absurdum (argumentum 
= dovadă, semn, indiciu; ab = prin şi absurdum — nelogic, absurd. 
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Demonstrația. Să presupunem că ar fi falsă afirmaţia din con- 
cluzie, anume aceea că perpendiculara este una singură si să admitem 
că ar exista două perpendiculare distincte AM si AN (M, Ne d). 
Vom construi un cerc cu centrul în A şi cu o rază suficient de mare 
ca să intersecteze dreapta d în două puncte — B şi C, de exemplu, (fig. 
212). În urma acestei construcţii a re- 
zultat un triunghi ABC care este isoscel 
((ABI]=[ACI ca raze ale aceluiaşi cerc). 

Perpendiculara din A pe d, despre care se 
vorbeşte în problema noastră, este înălţi- 
mea corespunzătoare bazei în triunghiul 
isoscel ABC şi ştim dintr-o observaţie fă- 


cută asupra proprietăţilor triunghiurilor ZI) 
isoscele (pag. 74) că „într-un triunghi isos- 7] 
cel înălțimea şi mediana bazei se confundă“. Fin. 212 


Contorm presupunerii făcute, piciorul înălţimii din A pe latura 
[BC] este punctul M, dar şi punctul N; ar urma că segmentul [BC] 
să aibă două mijloace distincte, ceea ce este imposibil. Deci M =, 
vezultind astfel că perpendiculara din P pe dreapta d este unică (una 
singură) (q-e.d.). 


e 20. Probleme 

Folosind metoda reducerii la absurd, demonstraţi că: 

1. Dacă două unghiuri, diferite de unghiul nul sint complementare, atunci 
ambele unghiuri sint ascuţite. 

9. Dacă în triunghiul ABC bisectoarea unghiului P nu este şi înălțime, 
atunci unghiul A nu este congruent cu unghiul C. 

3. Dacă în triunghiul ABC mediana corespunzătoare laturii [AC] nu este 
şi bisectoarea unghiului B, atunci latura [AB] nu este congruentă cu latura [ BC]. 


31. UNGHIURI FORMATE DE DOUĂ DREPTE CU O SECANTĂ” 


Dacă două drepte distincte, de exemplu a și b sint intersectate 
de o a treia dreaptă c (fig. 213), atunci această din urmă dreaptă (c) 
se numeşte „secantă“ sau „transversală“. 2 

Se constată că la intersecțiile acestor trei 
drepte (aNc=tM), bn c=—(N)) s-au format 
opt unghiuri (patru în jurul punctului M — notate 
în desen cu numerele 1—4 şi alte patru în jurul 
punctului  — notate cu numerele 5—8). 

Cu aceste opt unghiuri se pot constitui „pe- 
rechi“ de unghiuri (un unghi din primele patru 
și alt unghi din ultimele patru), cărora s-a con- 
venit a li se da anumite denumiri după cum urmează: 


v Cuvintul „secantă“ vine din limba latină: secans-tis = care taie. 
2 Guvintul "transversală“ vine din limba latină: transversus — aşezat de-a 
curmezișul. 
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ta e unghiurile se găsesc unul de o parte şi 
cea orar ele se ciur „unghiuri alterne“, iar dacă 
se găsesc ambele de aceeași parte se numesc pur și simplu „unghiuri 
de aceeași parte a secantei“. 

b) Dacă unghiurile se găsesc în intersecţia semiplanelor [a și 
[M, ele se numesc „unghiuri interne“, iar dacă se găsesc în afara aces- 
tei intersecţii se numesc „unghiuri externe“. 

A Astfel, perechile de unghiuri: 3 și 5 sint alterne interne; 4 şi 6 sînt 
alterne interne; 1 şi 7 sînt alterne externe; 2 şi 8 sint alterne externe; 
4 şi 5 sînt interne și de aceeaşi parte a secantei; 3 și 6 sint interne și 


de aceeași parte a secantei; 1 și 8 sint externe și de aceeaşi parte a, 


secantei; 2 și 7 sînt externe și de aceeași parte a secantei. 

În afara „perechilor“ de unghiuri denumite mai sus, se pot grupa 
şi unghiurile de aceeaşi-parte a secantei, unul intern și altul extern, 
astfel de „perechi“ se numesc „unghiuri corespondente“. 

Perechile de unghiuri corespondente din figura 213 sint: 1 şi 5; 
2 şi 6; 3 şi 7;4şi8. : 


32. DREPTE PARALELE? 


Am văzut, la începutul manualului, (pag. 4 şi 5) că dacă două 
drepte au două puncte comune, atunci ele au toate punctele comune 
şi se numesc drepte identice sau confundate; dacă au numai un singur 
punct comun ele se numesc drepte distincte şi concurente, iar punotiil 
comun se mai numește și „intersecţia“ celor două drepte. 

Vom vedea_acum că se poate intimpla ca două drepte distincte 
să nu aibă nici un punct comun. 


Detiniţie. Două drepte distincte (diferite) a şi b' conţinute 
în acelaşi plan, care nu au nici un punct comun se numesc drepte 
paralele. 

Scriem aceasta astfel: a||b, spunem prin cuvinte: „dreapta a 
este paralelă cu dreapta b“ şi înţelegem că alba a. 

Dacă două drepte distincte (e şi d) nu sînt 


E paralele, aceasta se poate scrie cd. 
Priviţi figura 214. 
: Dreptele desenate în această figură sînt con- 


[3 curente sau paralele? Pe figură ele n-au nici un 
punct comun. Dar, după cum știm, dreptele „le 

Fig. 214 gindim nesfirșite în ambele părţi (sensuri). Este 
uşor de observat că desenul nostru poate fi „com: 


» Cuvintul „alterne“ vine din limba latină: alternus = de o parte şi de alta. 
2 Cuvintul „paralele“ este compus din două cuvinte provenite din limba 
greacă: para — alături şi allclon = unul cu altul. 
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i pletat spre stinga“ în aşa fel ca dreptele desenate să se „întilnească“; 
în acest mod,ele vor avea un punct comun. Deci dreptele sînt con- 
curente. = 

Experienţa de mai sus ne determină să ne abţinem de la a afirma, 
numai pe baza privirii unui desen, că două drepte sint paralele. Aceasta 
deoarece nu putem să „prelungim la nesfirşit“ desenul pentru a ne 
convinge că dreptele sint sau nu sint paralele. Numai pe calea judecății 
(raţionamentului) putem ajunge la concluzia că două drepte date sint 
paralele sau nu. 

Teorema care urmează ne garantează că există drepte paralele 
şi deci că putem vorbi despre drepte paralele, 


Teoremă. Dacă două drepte intersectate cu o secantă formează 
o pereche de unghiuri alterne interne congruente, atunci dreptele sînt 
paralele. 


z 
Pentru a demonstra această teoremă fixăm 
un segment, de exemplu [AB]. Dacă semidrep- , 
tele [Az și [By sint două semidrepte situate de 8 
o parte şi de alta a dreptei A B astfel incit unghiu- 
vile.alterne interne ABy și BAz să fie congruente C 


(fig. 215), atunci vom demonstra că dreptele Az 
şi By sint paralele. 

Demonstrația. Pentru demonstrarea acestei teoreme vom folosi 
metoda reducerii la absurd. Să presupunem că dreptele Az şi By 
n-ar fi paralele (Az + By). În această situaţie, dreptele s-ar intersecta 
într-un punct pe care să-l notăm cu C. Acest punct ar aparţine fie 
semidreptei (Az fie semidreptei (By. În cele ce urmează vom pre- 
supune că Ce(Az (demonstraţia se face analog și dacă Ce(By ). 

Fie un punct C'e(By (fig. 216), astfel încît 
[BC=I[AC]. Cu Ce(Az şi C'e(By, congruenţa 
X ABy=X BAz, din ipoteză, mai poate fi scrisă: 


Fig. 215 


X ABC 3 BAC (1). 

Unghiurile ABC şi ABC“ sint adiacente şi suple- 4 Că 
mentare ; putem scriem: m (3 ABC)+ m(X ABC") — y 
= 180* (2). ă 

Conform presupunerii făcute şi folosind punc- 
tul C” introdus în desen, ar urma că AABC'= 
= A BAC (cazul 1— LUL), pentru că:[AB] = [BA] Q! 


(latură comună), X ABC'=X BAC (din ipoteză — Fig. 216 
relaţia (1)), [BC]=[AC] (prin construcţie). 

Din congruenţa A ABC' = A BAC ar rezulta că: 

(3) X BAC'=X ABC (pentru că se opun laturilor congruente 
[LAC] şi [BC”]). 
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Ținind cont de congruenţele (1) şi (3), suma măsurilor unghiuri- 
lor adiacente BAC' şi BAC ar putea fi scrisă: m(X BAC") + 
+ m(3 BAC) = m(X ABC)+ m(X ABC”), care, conform relaţiei (2), 
este de 180%. Deci: m(X BAC')+ m(ă BAC) = 180. 

Aceasta ar însemna că semidreptele [AC și [AC' ar fi una opusă 
celeilalte. Am ajuns aștfel să afirmăm că prin punctele distincte C 
şi C” ar trece două drepte diferite și anume: una care trece prin punc- 
tul B și alta care ar trece prin punctul A (4 4 B). Dar acest lucru 
este absurd, intrucit contrazice axioma dreptei, potrivit căreia: 

„Prin două puncte distincte trece o singură dreaptă“. 

Am ajuns la o concluzie absurdă, pentru că am plecat de la o 
presupunere absurdă, anume aceea că dreptele Az şi By ar îi concu- 
rente. Deci: Az || By (q.e.d.). 

Această teoremă ne asigură că ezistă drepte paralele. S-a con- 
venit ca ea să se numească teorema de ezistenţă a dreptelor paralele. 


33. CONSTRUCŢIA UNEI DREPTE PARALELE CU O DREAPTĂ DATĂ 


Fiind dată o dreaptă a, ne punem problema cum se poate desena 
o dreaptă a” care să fie paralelă cu dreapta dată a. Putem proceda 
astfel: desenăm după voie două drepte oarecare b şi c, concurente în 
punctul A şi care să intersecteze dreapta dată în punctele B, respectiv 

2 C (fig. 217). Desenăm apoi pe dreap- 
ta b un segment [AB'] congurent cu 
segmentul [AB] şi pe dreapta c un 
segment [AC] congruent cu segmen- 
tul [AC]. Vom observa că: [AB]= 
= [AB] (prin construcţie), X B'AC'= 
BAC (opuse la virt), [AC'=[AC] 

Fig. 217 (prin construcţie). 

Aceste trei congruenţe ne permit să scriem că A AB'C'= A ABC 
(cazul 1 — LUL). În triunghiurile congruente AB'C” și ABC, laturi- 
lor congruente [AB] şi [AB] li se opun unghiuri congruente 
(X BCA =X BCA). Dar aceste unghiuri au poziţia de unghiuri 
alterne interne la intersecţia secantei c cu dreptele a şi B'C'. Conform 
teoremei de existenţă a dreptelor paralele, putem scrie a | B'C”. (Dacă 
notăm B'C” = a', atunci a a.) 

Am desenat astfel o dreaptă arbitrară a' paralelă cu o dreaptă 
dată a. Constatăm că se pot construi un număr nesfirșit de mare de 
drepte paralele cu o dreaptă dată a, deoarece dreptele concurente b 
şi c, cu ajutorul cărora am efectuat construcţia, pot, fi luate oricum. 

Dacă ni se cere însă ca dreapta paralelă construită să conţină un 
anumit punct dat, vom putea proceda astfel: Fie a dreapta dată şi 
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A punctul dat (Aa) (fig. 218). x 

Considerăm dreapta AB deter- 

minată de punctul A și deun a 

punct oarecare B (luat arbi- Ei y, 


trar) al dreptei a (Bea). Ale- Zig. 218 

gem una dintre semidreptele 

conţinute în dreapta a şi cu originea în B, de exemplu [By. Con- 
struim o semidreaptă cu originea în A, situată de cealaltă parte a 
dreptei AB decit [By (să notăm această semidreaptă cu [Az), astfel 
înciț 3 zAB=X yBA. Dreapta ce conţine semidreapta [Az este 
paralelă cu a (conform teoremei de existenţă a dreptelor paralele). 


34. a) AXIOMA LUI EUCLID! (AXIOMA PARALELELOR.) 
b) UNGHIURI FORMATE DE DOUĂ DREPTE PARALELE CU O SECANTĂ 


- a) Axioma paratelelor. Printr-un punet dat, exterior 
unei drepte date, există o singură paralelă la dreapta dată. 

b) Revenind la construcţia unei paralele la o dreaptă dată prin- 
tr-un punct exterior ei (fig. 218), facem observaţia că informaţia pe 
care ne-o aduce în plus axioma paralelelor este aceea că prin punctul 
A nu putem duce o altă dreaptă paralelă cu a în afara dreptei Az. 
Aceasta înseamnă că oriunde am lua punctul B pe dreapta a, construo- 
ţia ne va conduce la aceeași dreaptă Az paralelă cu a. 

Meoreomă reciprocă (a teoremei de existenţă a dreptelor 
paralele). Dacă sînt date două drepte paralele, atunci unghiurile alter- 
ne interne pe care acestea le formează cu o secantă sînt congruente 
două cîte două. 

Să notăm, de exemplu, dreptele paralele cu a şi b şi secanta 
cu AB (Aa, BEb) (fig. 219). Ne propunem să demonstrăm că două 
unghiuri alterne interne sînt congruente. 


Concluzia 
X zAB=X yBA. 


[Byc d. Fig. 219 


Demonstrația. Folosim metoda reducerii la absurd. Presu punem 
că unghiul yBA n-ar fi congruent cu unghiul zAB(X zABZX yBA). 
Atunci ar exista totuşi un „alt unghi“ cu una dintre laturi [BA şi care 


EUCLID (EUKLEIDES) a fost un matematician grec (sec. 3 î.e.n.) El 
a întemeiat o „şcoală“ în Alexandria (Egipt). Este autor al primei expuneri siste- 
matioa a cunoştinţelor de geometrie acumulate pină atunci, intitulată „Elemen- 
tele“. 
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Demonstrația. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem 
că a/b. Atunci ar însemna că dreptele a şi b ar fi concurente. (Fie 
(My =aN b) (fig. 222). De aici ar rezulta că MEa şi MEb, iar în 
punctul M ar exista două drepte distincte (aşib) ambele paralele cu 
o a treia dreaptă c. Acest lucru este absurd (contravine axiomei para- 
lelelor). Deci a || d (q-e.d.). 

Observaţie. Faptul că a | c și c|| b ne conduc la concluzia că a lo 
"dovedeşte că relaţia de paralelism între drepte este o relaţie tranzitivă. 

Consecința 2. Dacă două drepte sînt paralele, atunci orice 
dreaptă care se intersectează cu una dintre ele se va intersecta și cu 
cealaltă. 

Demonstrajia. Fie a şi b două drepte paralele şi co a treia dreaptă, 
care o intersectează pe prima dintre ele în M (fig. 223). 

Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem că cnb=a, 
ceea ce ar însemna că c||b. Ar rezulta atunci că prin punctul. M 
(care ar aparţine dreptelor a și c) ar exista două drepte (distincte) para- 

lele cu dreapta b (dreptele a şi c). Or acest lu- 


2 ceru este absurd (contravine axiomei parale- 
SE ră lelor). Singura paralelă dusă prin punctul M 
la dreapta b este dreapta a (din ipoteză), iar 
4 dreapta c se va intersecta neapărat cu dreapta 
Fig. 223 b (q-e.d.). 


35. UNGHIURI CU LATURILE RESPECTIV PARALELE 

Teoremă. Două unghiuri cu laturile respectiv paralele sînt 
congruente dacă sînt ambele ascuţite sau ambele obtuze şi sînt suple- 
mentare dacă unul este ascuţit, iar celălalt obtuz. 

Demonstrația. În primul caz, cînd ambele unghiuri sint — de 
exemplu — ascuţite, fie X 20 şi X z'0' două unghiuri astfel încit 
[Oz | [O0'z' şi [Oy||LO'w' (fig. 2243). Notind [OzN[0'y = 14), din 
[Oy ||[O'' intersectate de [Oz rezultă că: (1) X z0y=X zAy' (ca 
unghiuri corespondente), apoi, din [Oz ||[O'a' intersectate de [0'y/ 
rezultă că: (2) X zAy/ =X 2'0'y (tot ca unghiuri corespondente). 


E/ ji 
,/ 
seal z; 
92 z = 
z! 7 
27 7 VĂ 8/2 Zp Fig. 224 
4 Zi = 
e A Az 


pr 
„__ Conform proprietăţii de tranzitivitate a relaţiei de congruenţă, 
din (1) şi (2) rezultă: > 20y=X 70%. 


9%, 


"Teoremă este adevărată și pentru unghiul z"0'y", care este opus 
la virt cu unghiul z'0'7/, adică avem și X 20y=X 20". 

În al doilea caz, cînd un unghi este ascuţit şi celălalt obtuz, fie 
3 Oa (m(3E z10y2pi) < 90%) şi 3 iOiyi (m (32 z:0iy;) > 90%) două 
unghiuri astfel încit [Oz ||[O'z, şi IO. ILOiy; (fig. 2245). Notind 
[Oz N [Oi = (By, din [Oz |ILOizi intersectate de [O,z, rezultă că: 
A 20. 2 BO, (ca unghivri corespondente), apoi din [O, a, |I[Oizi 
intersectate de [Oizi rezultă că: m(% 2B0,) + m(3 zi0iy,) = 1800 
(unghiuri interne şi de aceeași parte a secantei). 3 

Cum X zOip = X BO, rezultă că şi m(3 20.) + 
+ m(3 20) = 180. 

Teorema este adevărată și pentru unghiul ziOiwi, care este 
opus la virt cu unghiul Oi, adică avem și m(X 20,7) + 
+ m(3 2.0; = 180%. 

Problemă rezolvată. Fie Me (AC), Ne (AB), Pe (BC) 
şi QE(AC), unde A ABC este un triunghi oarecare. 

a) Dacă MNIIBC, NP IJAC şi POILAB, exprimaţi . măsurile 
unghiurilor triunghiurilor ANM, NBP, QPC în funcţie de măsurile 
unghiurilor triunghiului ABC. 

b) În ipoteza suplimentară că M = Q, unde trebuie ales punctul 
M pe latura (AC) pentru a avea loc relaţiile MN BC, PI AC și 
MPILAB? 

Rezolvarea. a) Dacă MN BC (7) 
(fig. 225, a) contorm unei consecințe 
a teoremei reciproce a dreptelor pa- a p 
ralele, deducem că: 

XR ANM = X ABC (corespon- 
dente, secanta fiind dreapta AB), 
X AMN AAC B (coresponden- 
te, secanta fiind dreapta AC), A 8 
X MAN = X CAB (ca fiind un- N 
ghiuri identice). a 

Aşadar, unghiurile triunghiului dirt 
ANM. sint congruente cu cele ale zi 
triunghiului ABC. 

Observaţie. Congruenţa unghiurilor ANM şi A BC, precum şi cea a unghiurilor 
AMN și ACB, poate Îi dedusă și din faptul că aceste unghiuri pot fi privite ca pun. 


ghiuri cu laturile respectiv paralele“. 

Analog se demonstrează că și unghiurile triunghiurilor NBP şi QPC sint 
congruente cu cele ale triunghiului A BC. 

b) În ipoteza suplimentară că WM = Q (fig. 225, b), MP | AB, avem: 
N, = XM, (alterne interne, secanta flind dreapta NQ). 

Din ipoteza NP || AC rezultă ca: 

3 Ma XX N, (alterne interne, secanta fiind dreapta NQ). 

De aici rezultă că triunghiurile NA şi MN P sint congruente (ULU), latura 
comună fiind [NM]. În aceste triunghiuri congruente, unghiurilor congruente N, 
şi Mi se opun laturi congruente [AJ [NPI. (1 

In continuare, deoarece MN || BC (din ipoteză), rezultă că: XM, 2% Pe 
(alterne interne, secanta fiind dreapta MP). 


Mm, 


că 99 


Raționamentul geometric mai foloseşte şi alte metode, de exemplu 
„metoda reducerii la absurd“. Această metodă constă în demonstrarea 
adevărului unei propoziţii prin arătarea faptului că propoziţia con- 
rară ei este falsă. Pentru a demonstra ceva prin „reducere la absurd“ 
procedăm astfel: presupunem, pentru un moment, că afirmaţia din 
concluzie ar fi falsă şi adăugăm „adevărurilor“ din ipoteză afirmaţia 
contrară celei din concluzie și, plecînd de la aceste premise, prin de- 
ducţii (judecăţi) logice (corecte) vom ajunge să emitem afirmaţii care 
sint. în totală „contradicție“ cu alte afirmaţii despre care știm precis 
că sînt adevărate (axiome sau teoreme întilnite anterior). În această 
situaţie gindim astfel: Am ajuns la o situaţie absurdă (care contrazice 
în mod flagrant gindirea logică), deoarece am plecat de la o ipoteză 
absurdă. Cum singura afirmaţie, din premisa de la care am plecat, 
pe care n-am verificat-o ca fiind adevărată, este aceea care a negat 
concuzia, rezultă că tocmai aceasta este afirmaţia falsă. Deci concluzia 
propoziției date este adevărată. 


EXEMPLE DE PROBLEME REZOLVATE PRIN ACEASTĂ METODĂ 


Problema 1. Să se demonstreze că dacă două drepte care sint 
distincte (diferite) se intersectează, atunci intersecţia lor conţine un 
singur punct. 

Din ipoteza problemei ştim că două drepte diferite se intersec- 
tează. Concluzia problemei afirmă că intersecţia celor două drepte 
este un singur punct. 


Demonstrația. Presupunind că afirmaţia din concluzie ar fi falsă 
(anume că cele două drepte care se intersectează nu ar avea un singur 
punct de intersecţie, ci mai multe puncte — de exemplu două:A și B 
(A 7 B)), atunci ar însemna că prin punctele distincte A şi B ar trece 
două drepte distincte (diferite). Dar această afirmaţie este în contra- 
dicţie cu adevărul exprimat prin axioma dreptei (de la pagina 60) 
potrivit căreia „Prin două puncte distincte (diferite) trece o singură 
dreaptă“, deci, afirmaţia la care am ajuns este „absurdă“. Această 
absurditate este determinată de presupunerea pe care am făcut-o că 
intersecţia a două drepte diferite ar avea mai mult de un punct. Pre- 
supunerea făcută fiind falsă, rezultă că afirmaţia din concluzie este 
adevărată: „intersecţia a două drepte distincte conţine un singur 
punct“ (q.e.d.). 

Problema 2. Dintr-un punct exterior unei drepte se poate duce 
o singură perpendiculară pe acea dreaptă. 

Din ipoteză ştim că dintr-un punot (de exemplu A) exterior unei 
drepte (de exemplu d). se duce pe această dreaptă o perpendiculară. 
„Concluzia, problemei afirmă că se poate duce o singură perpendiculară 
pe acea dreaptă (şi nu mai multe). 
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Deoarece WP|| AC (din ipoteză), rezultă că: XP, = %X M, (alterne în- 
terne, secanta fiind dreapta MP). 

Rezultă astfel că şi triunghiurile MP și PCM sint congruente (ULU), 
latura comună fiind [4 P]. În aceste triunghiuri congruente, unghiurilor congruente 
M, şi P, li se opun laturi congruente [N P](MC]. (2) 

Pe baza tranzitivităţii relaţiei de congruență, din (1) şi (2) deducem că 
[MAJ(MC], rezultat care exprimă că în ipoteza suplimentară, că M =, 
punctul JZ este mijlocul laturii LAC]. 


O 21. Exerciţii şi probleme 
1. Dreptele distincte a și d sint intersectate de dreapta c. Notind ac = 


gi 14 N e — (B) și numerotind unghiurile formate ca în figura 243 de la pagina 
91, numiţi toate „perechile“ de unghiuri formate de dreptele a și b interseotute de 
„secanta“ r. 

2. Aceleași întrebări ca la 1,dacă dreptele distincte sint m şi n, „secanta“ pu 
iar punctele de intersecţie le notăm: m N p = (P), n N p = (1). 

3. Fie segmentul [M4N] şi semidreptele [A/m şi LNn situate de o parte şi de 
alta a dreptei MN. Demonstraţi că dacă 3- NMm = 3 MNn, atunci Mm şi Nn 
sint paralele. 

4. Fie ABC un triunghi în care D E AC şi [ADI (ACI, (D 1 0). Folosind 
teorema de existenţă a dreptelor paralele, precum și procedeul de construcţie pre- 
zentat la pagina 95, construiți prin punctul D o paralelă la latura [BC]. 

5. Fie ABC un triunghi. Folosind teorema de existenţă a dreptelor paralele, 
precum și procedeul de construcție prezentat la pagina 95, construiți: la) Prir 
Punctul A o paralelă la dreapta &C'; b) Prin punctul B o paralelă la dreapta CA; 
e) Prin punctul C o paralelă la dreapta AB. 

Precizaţi cite paralele se mai pot construi prin punctele A, B, C respectiv 
la dreptele 4C, CA și AB. Justificaţi răspunsul. 

6. Fie o dreaptă a și semidreptele [A și [Ay care nu sint incluse în dreapta a. 
Să se demonstreze că dacă a ||LAz și a |]LAy, atunci semidreptele [Az și [AY sint 
opuse sau identice. 

7. Punctele A, B, C sint diferite două cite două şi dreapta a nu le conţine. 
Dacă dreptele AB și AC sint paralele cu dreapta a, atunci punctele A, B, C sînt 
colineare. 


8. În figura 226, dreptele a şi d sint paralele. 
Măsura unghiului 1 este de 40. Calculaţi măsurile 
celorlalte şapte unghiuri marcate în desen, explicind, 
în fiecare caz în parte, cum aţi procedat. 

9. Aceleași cerințe ca la 8. dacă se cunoaşte că 
măsura unghiului 2 este de 1350. 

Fig. 226 10. Demonstraţi consecințele 2 și 4 ale teoremei 
reciproce a dreptelor paralele de la pagina 97. 

11. Demonstraţi consecințele 1—4 ale teoremei de existență a dreptelor 
paralele de la pagina 96. 

13. Desenaţi două drepte paralele şi o secantă și demonstraţi că: 

a) Bisectoarele a două unghiuri alterne interne sint paralele. 


b) Bisectoarele a două unghiuri alterne externe sint paralele. 
c) Bisectoarele a două unghiuri corespondente sint paralele. 


18. În figura 227, punctele A și B aparţin dreptei CD, iar m(X CAE) — 
= 67*30'15* și m(3< ABP) — 112*29'45*. Stabiliţi dacă dreptele AF $ BF sint 


paralele sau concurente. 
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po Fig. 227 


Fig. 228 


14. În figura 228, dreptele a şi b sint paralele; la fel dreptele c şi d sint paralele, 
Dacă m(3 DAB) = 68, calculaţi suma: m(3- DAB) + m(3- B) + m(C) + 
+ m(35 5). 

ic triunghiul ABC (fig. 229). măsura unghiului ABC este de 50%, [BD 
este bisectoarea unghiului A BC:(D E (AC))iar dreapta DE este paralelă cu dreapta 
BC (E € (AB). Să se calculeze măsurile unghiurilor triunghiului BED. Ce fel de 
triunghi este BED? 


A A 
A 
D 
2 
ș AA 
B e EA. e [EI Ta 


Fig. 229 Fig. 230 Fig. 231 


16. În triunghiul ABC (fig. 230), DE (AC), FE (AB), ME (BC), asttel incit 
DMI AB, EM | AC. Dacă m(3 M,) = 670, m(32 M,) = 44%, să se calculeze 
măsurile unghiurilor triunghiului ABC! 

17. În figura 231, punctele B, E F, C sint colineare, DE (AC), DE |AB 
şi X ABC AX DCB. Demonstraţi că bisectoarea unghiului CDE ([Dk) imparte 
segmentul [CE] în două părţi congruente și DF _ BC. 

18. În figura 232 știm că segmentele [BC] și (BC1] sint incluse în 
dreapta a, X ABC = X ACB AB || AB ACI AC, lar punctele D și Di 
sint mijloacele segmentelor [BC], respectiv [B,C1]. Demonstraţi că AD || A,Du 


A 
A B Bi, 
A < 
/N Ra 
a 
i iz 5 d Pia Fig. 232 E Fig. 233 


19. În figura 233 ştim că: AEN BD = (0), [AB](BC], (CDI SIDE), 
iar punctele B, şi D, sint picioarele bisectoarelor unghiurilor ABC, respectiv 
CDE(B, € (AC) şi D, € (CE)). Demonstraţi că B,B || DD.. 

20. Unghiul A al triunghiului ABC are măsura de'505, iar unghiul B de 70. 
Care sint măsurile unghiurilor formate de semidreptele LA B şi [AC cu paralela prin 
Ala bisectoarea unghiului B? 

| 21. Fie aNb=f8), aNc=(C) şi a_Lb. Dacă m(X% ac) = 905, atunci 
LEICA 
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22. Fie ABC un triunghi ascuţitunghic, b și c drepte perpendiculare în punctele 
B şi C pe dreapta BC. Notăm b N AC — (M), c N AB = (N). 

a) Demonstraţi că triunghiurile ABM și ACN au unghiurile respectiv cân- 
gruente. Ai 


iunghiul format de o latură a unui triunghi dat 
şi de paralelele duse din extremităţile laturii considerate la laturile opuse unghiu- 
rilor cu virturile în aceste extremităţi este congruent cu triunghiul dat. 

24. Să se demonstreze că paralelele duse prin virfurile unui triunghi la laturile 
opuse unghiurilor respective determină un triunghi în care viefurile triunghiului 
dat 'sint mijloace de laturi. 

25. Triunghiul ABC este isoscel (X B = 3 C) și [BD] este mediană (D E 
E (40). Construim CE | BD, unde FE AB. Demonstraţi că [AB] (BE). 


36. SUMA MĂSURILOR UNGHIURILOR UNUI TRIUNGHI 


Desenaţi un triunghi și calculaţi suma măsurilor unghiurilor sale. 


d eoremă. Suma măsurilor unghiurilor unui triunghi este de 
180%. 
„Demonstrația. Fie triunghiul oarecare ABC, în care facem o con- 
struoţie ajutătoare: printr-un virt al triunghiului considerăm o para- 
A lelă z la latura opusă lui, de exemplu prin 
i — vintul A fig.(234). Observăm că X BX BA 
(alterne interne formate de dreptele paralele 
zy şi BC cu secanta AB). Tot asttel, XC= 
= X CAy (alterne interne formate de acele- 
[2] C aşi drepte paralele cu secanta AC). 
pi Vom putea deci scrie: m(X A) -+m(32B) +- 
-- m(X C) = m(3 BAC) + m(X BAz) + m(X CAy). Constatăm că 
suma acestor, trei unghiuri adiacente două cite două cu virtul în 
A este unghiul alungit zAy, a cărui măsură este de 180%. Deci: 
m(X A) + m(% B) + m(X C) = 1802 (q-e.d.). 
Consecința 1. Într-un triunghi echilateral măsura fiecărui 
unghi este de 60%. Ș 
Consecința 2. Într-un triunghi dreptunghic ABC (m(X 4) = 
= 90%), unghiurile B şi C sînt complementare şi ambele sînt unghiuri 
ascuţite. Unghiurile ascuţite ale unui triunghi isoscel au măsura 
de 45. 
Consecința 3. Într-un triunghi isoscel, unghiurile de la bază 
sînt ascuţite. 
Demonstraţiile acestor trei consecinţe vor fi făcute de elevi ca 
temă pentru acasă. 
Consecința 4. Un triunghi isoscel, în care măsura unuia dintre 
unghiuri este de 60* este triunghi echilateral. 
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“ Pentru a demonstra această consecinţă, este nevoie să facem 
două demonstraţii și anume: una pentru cazul cînd unghiul cu măsura 
de 60” este un unghi de la baza triunghiului isoscel şi alta pentru 
cazul cînd unghiul de la virful triunghiului are măsura de 60%. 

1) Să presupunem că în A ABC avem[A4B]= [AC] şi, de exemplu, 
m(3% 8) = 60”. Știm, dintr-o teoremă demonstrată anterior, că: „dacă. 
un triunghi este isoscel, atunci unghiurile opuse laturilor congruente 
sînt congruente“, deci XX C=XB; cum m(X B) = 60%, rezultă că 
m(3 C) = 60%. 

Am demonstrat că suma măsurilor unghiurilor unui triunghi este 
de 1807. Rezultă că m(3- A) = 180” — [m(X B) + m( C)], deci 
m(3- A) = 180” — (60* + 60%), adică m(3 A) —60*; putem scrie: 
SAEXBXC. 

Dintr-o teoremă reciprocă demonstrată anterior ştim că „dacă 
într-un triunghi unghiurile sint congruente, atunci triunghiul este 
echilateral“. $ 

2) Să presupunem acum că în triunghiul isoscel ABC de bază 
[BC], m(% A) = 60%. Rezultă că m(%X 8) + m(% C) = 1800 — 
— m(3 A) sau m(% B) -- m(3C) = 120; dar cum, triunghiul fiind 
isoscel, m(% B) = m(X 0), înseamnă că m(% B) = m(3 C) = 60. 
În concluzie A ABC este echilateral, avind toate unghiurile con- 
gruente. 

Aplicaţie. Într-un triunghi dreptunghic, cateta ce se opune 
unui unghi cu măsura de 30“ are lungimea egală cu jumătate din 
lungimea ipotenuzei. 

Demonstrația. Fie un astfel de triunghi, A ABC din figura 235. 
Conform consecinţei 2 a teoremei privind suma măsurilor unghiurilor 
unui triunghi, m(3% C) = 60%. Facem o construcţie ajutătoare. Con- 
struim, de cealaltă parte a dreptei AB faţă de punctul C, unghiul 
ABz a cărui măsură să fie de 30”. Notăm CA N Bz = (0). Triunghiul 
BCC" astfel construit, avind toate unghiurile cu măsura de 60%, este 
un triunghi echilateral ([8C]= [BC] [CC']). S-a demonstrat ante- 
rior că „dacă un triunghi este echilateral, 
atunci bisectoarele unghiurilor triunghiului 
sint şi mediatoarele laturilor ce se opun 
unghiurilor respective“. Din faptul că bi- 
sectoarea [BA este şi mediatoare, rezultă: 


[CAJE[AC'] sau CA = E CE... Cum 
[CC']= [BC], relaţia precedentă se poate 
serie AC =. BC (q-e-d.). 


Fig. 235 


Detiniţie. Unghiul care este adiacent și suplementar cu un 
unghi al unui triunghi se numește unghi exterior acelui triunghi. 
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De exemplu, în triunghiul ABC (fig. 236), unghiul ACD este 
un „unghi exterior“ al triunghiului ABC, fiind adiacent și suple- 
mentar cu unghiul ACB al triun- 


ghiului. Cum în fiecare virt al tri- 

unghiului se pot determina cîte două 

unghiuri exterioare, rezultă că un 
B 


Z Ş triunghi are în total şase unghiuri 
Fig. 235 exterioare. 

Aplicaţie. Măsura unui unghi exterior al unui triunghi este 
egală cu suma măsurilor eelor două unghiuri ale triunghiului neadia- 
cente cu el. - A > 

„Demonstrația. Fie ABC un triunghi şi X ACD un unghi exterior 
lui (fig. 237). Folosim o construcţie ajutătoare. Considerăm paralela 
CE prin punctul C la dreapta BA. Observăm că XY ACE=XA 


Fi Li (unghiuri alterne interne formate de dreptele 
paralele CE şi BA cu secanta BD); de aseme- 
nea, X ECD=X% B (unghiuri corespondente 

a Ri 2 formate de dreptele specificate mai sus). 
Fig: 237 Aceste congruenţe ne permit să scriem: 

m(X ACE) = m(X A) şi m(X ECD) = m(X 8). 

Adunind, membru cu membru, egalităţile de mai sus, obținem: 

m(3 ACE) + m(X ECD) = m(X A) + m(X B). 

Dar, pentru că unghiurile ACE şi ECD sînt adiacente, suma lor 
este tocmai unghiul exterior ACD, deci m(X ACD)= m(%X A) + 
+ m(% 8) (q.e.d.). 

Detiniţie. Bisectoarea unui unghi exterior al unui triunghi se 
numește hisectoare exterioară a triunghiului corespunzătoare unghiu- 
lui respectiv. 


și Aplicaţi Fie A BC un triunghi oarecare. Bisectoarea unghiu- 
lui ABC (interioară triunghiului ABC) şi bisectoarea unghiului ABD 
(exterioară triunghiului ABC) sînt perpendiculare. 


4 E Demonstrația. În figura 238, [BE este 
la bisectoarea unghiului ABC şi putem scrie: 


E Om ABE)= Z- m(3 ABC) (4). 
De asemenea, [BF este bisectoarea un- 


5 Z  ghiului ABD şi putem scrie: m(% ABF)= 
Fig. 238 =2. m(%x ABD) 0). 


Unghiurile ABC şi ABD sînt adiacente și suplementare, deci: 
m(X ABC) + m(X ABD) = 180* (3). 

Dar şi unghiurile ABE și ABF sint adiacente. Putem scrie: 
m( EBF) = m(X ABE) + m(X ABF) (4). 
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inind seama de relaţiile (1) și (2), relaţia (4) devine: 
m(X EBF) = =. m(X ABC) + 2. m(3X ABD) 
sau m(X EBF)= 
relaţiei (3), devine: 
m(X EBF) = 
(q-e.d.). 


se 


- Im(32 ABC) + m(X ABD), care, pe baza 


= 


„180%. Deci m(X EBF)= 90 sau BELBF 


| 


37. UNGHIURI CU LATURILE RESPECTIV PERPENDICULARE 


Teooremă. Două unghiuri cu laturile respectiv perpendiculare 
sînt congruente dacă ambele sînt ascuţite sau obtuze şi sînt suplemen- 
tare dacă unul este ascuţit, iar celălalt obtuz. 

Vom demonstra teorema mai întii în cazul particular cînd unghiu- 
rile au virfurile în acelaşi punct. d 

a) Ambele unghiuri sint ascuţite. 

Fie unghiurile AOB şi COD (fig. 239), unde [OA L[0D şi 

[OB 1 [0C. 

Din [OA -L [OD deducem că m(X A0B) -+ m(% B0D) = 90” sau 

m(3% A0B) = 90”— m(% BOD), iar din [OB-L[OC deducem că 
„m(%X BOD) + m(% COD) = 90” sau m(X- COD) = 90” — m(X BOD). 

Observăm că unghiurile AOB şi COD au acelaşi complement 

(unghiul BOD), deci sint congruente. 
A 


Fig.240 


c D Fig. 239 


b) Ambele unghiuri sînt obtuze. 

Fie unghiurile MON şi P0Q (fig. 240), unde [OM - [00 şi 
[ON  [OP. 

Unghiurile MOQ şi QOW fiind adiacente, rezultă că m(%X MON)=— 
= m(3 MO0Q) + m(32Q0N) şi cum [OM L[0Q, mai putem scrie 
m( MON) — 90* + m(32 Q0N). 

Pe de altă parte, m(% P00) — m(% PON) + m(3 NOQ) un- 
ghiurile PON şi NOQ fiind adiacente şi cum [ON -L [OP, mai putem 
scrie: m(X POQ) — 90* + m(3 N0Q). 

4 Rezultă că suma 90“ ++ m(3: NOQ) reprezintă atit măsura un- 
ghiului MON, cit şi a unghiului POQ, deci X MON = % P0Q. 
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e) Un unghi este ascuţit, iar celălalt obtuz. 

Fie unghiurile AOB şi COD (m(% A0OB) < 90%, m(X COD) > 90%, 
[OA [OD şi [OB LOC — figura 241). 

Observăm că unghiurile COA și AOBsînt unghiuri adiacente ; la fel 
unghiurile AOB şi BOD sînt adiacente; putem deci însuma aceste trei 
a A unghiuri, obţinînd unghiul COD (m(% COA) + 

+ m(3X A0OB) + m(3 BOD) = m(X COD). 
Mai observăm că unghiul AOB are ca 
unghi complementar unghiul AOC (0BL OC 
g din ipoteză), deci m(32 AOC) + m(%X AOB) = 
o = 90* (1). Dar unghiul AOB mai are ca unghi 
complementar şi unghiul BOD (OA L OD din 
ipoteză), deci m(% B0D) + m(% A0B) = 
= 90”. (2) 
NE, Adunăm egalităţile (1) şi (2) membru cu 
i. 241 a: p 
membru şi obținem: 

m(%X COA) + m(%X A0B) + m(% BOD) + m(%X AOB) = 180%. 

Cum suma măsurilor primelor trei unghiuri este tocmai măsura 
unghiului. COD, rezultă că putem scrie: m(X A0B) + m(% COD) = 
= 180 (q.e.d.). 

Să considerăm acum căzul, mai general, cînd cele două unghiuri 
nu au virfurile în același punct. 

Fie_unghiurile AOB şi CO'D şi presupunem că [OA [0'C și 
[OB L|O'D cu m(X A0B) < 90* şi m(3 CO'D) < 90* (fig. 242, a) și 
m(%X AOB)< 90 şi m(% CO'D) > 90* (fig. 242, b). Pentru a de- 
monstra că X A0OB= X CO'D (în primul caz) şi că m(%X A0B) + : 
+ m(% CO'D) — 180* (în al doilea caz) nu este nevoie de o demonstra- 
ţie specială; în schimb facem niște construcții ajutătoare, şi anume: 

desenăm, de exem- 
4 plu, în punctul O 
paralele la laturile 
unghiului CO'D. (Con- 
form axiomei parale-: 
lelor, pentru fiecare 
latură a unghiului 
CO'D se poate con- 
strui prin O-o sin- 
gură paralelă.) 

Conform  teore- 
mei: „două unghiuri 
cu laturile respectiv paralele sint congruente dacă sînt ambele ascu- 
ţite sau ambele obtuze și sint suplementare dacă unul este ascuţit, 
iar celălalt obtuz“, rezultă că (şi aceasta este valabilă pentru ambele 
figuri) unghiurile construite cu virfurile în punctul O sînt congruente 
sau suplementare cu unghiurile date. 


Fig. 242 
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Din acest moment (şi acesta este sensul afirmației „nu este nevoie 
de o demonstraţie specială“), repetăm demonstrațiile făcute în cazul 
particular cînd unghiurile aveau laturile perpendiculare și virturile în 
acelaşi punct. 


Probleme rezolvate 


Pentru rezolvarea problemelor de mai jos, propunem cititorilor 
să realizeze singuri desenele, urmind indicaţiile din textul rezolvării. 


Problema 1. În triunghiul isoscel ABC, înălțimea AD 
(D BC) tormează cu latura [AC] un unghi a cărui măsură este de 
30%. Să se calculeze măsurile unghiurilor triunghiului ABC. 


Rezolvare. a) Dacă X B= % C, atunci în A ABC Inălţimea AD (De (80) 
este bisectoarea unghiului A şi deci m(3€ A) = 2:30 — 

Conform unei consecinţe a teoremei relativă la suma unghiurilor unui tri- 
unghi, triunghiul ABC este echilateral şi deci 

m(X A) = m(X B) = m(X 0) = 

b) Dacă XASXB şi m(32C) >90%, atunci ua D este exterior 
segmentului BC şi în A dreptunghic ADC (m(3€ D) = 90%) avem m(3- CAD) = 302 
(din ipoteză). Conform unei consecințe a teoremei privind suma măsurilor unghiu 
rilor unui triunghi, m(ĂE ACD) = 90 — 302 p, 

Deoarece unghiul ACD este un unghi exterior wsunghlului 420) urmează 
că m(X ACB) = 180% — m(3E ACD) sau m(X A 180% — 60 = 1207. 

Cum, în AABC, X4=XB, ea fra E m A) = mB) = 


= (480 — 1209) = 4. 602 = a0e 


Aşadar m(3 4) = dea B) = 300 şi m(3E C) = 1205, 

0) Dacă XA=XB şi m(XC) — 90%, atunci punctul D este interior seg- 
mentului BC şi în A dreptunghic ADC (mă D) = 90%) avem m(3E CAD) = 30% 
(din ipoteză). Conform unei consecințe a teoremei peiiaa sura măsurilor unghiu- 
rilor unui triunghi, m(3€ ACD) = 90 — 30% = 

Cum A ABC este isoscel (ipoteză), conform ăi consecințe a teoremei pri- 
vind suma unghiurilor unui triunghi, rezultă că A ABC este echilateral și deci 
spe a) ale Sl) pi (CEA 

În sfirşit, dacă SASX punctul D este interior seumentuiui BC 

şi în A dreptunghic ADC (ni(% D) = 905) avem, m(3 CAD) = 30” (ipoteza). 
Contorm unei consecințe a teoremei privind suma măsurilor unghiurilor unui tri- 
unghi, m(3 ACD) = 90 — 302 = 602, 

Şi în ăcest caz, triunghiul isoscel A BC avind un unghi a cărui măsură este 
de Şi este triunghi echilateral și, prin urmare, m(3C A) = m(X B) = m(X 0) = 


Problema 2. Să se calculeze măsurile unghiurilor unui tri- 
unghi isoscel ABC ştiind că bisectoarea exterioară unghiului ACB 
formează cu dreapta AB un unghi CEB cu măsura de 15” (E AB). 


Rezoleure. Notăm cu [CD bisectoarea interioară unghiului ACB (DE(AB)). 
a) Presupunem 37 A = 3 B. Conform acestei noi ipoteze, [CD, bisectonren 
interioâră unghiului ACB, este Şi inăiţimea triunghiului isoscel ACB, adică CDL 


AB (o proprietate a triunghiului isoscel) (1). 
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Deoarece bisectoarea interioară și cea exterioară unui unghi — în cazul 
nostru ale unghiului ACB — sint două semidrepte perpendiculare, rezultă că 
ED CE (9). 

Din (1) şi (2) deducem că dreptele AB și CE sint paralele, CE|| AB. Acest 
rezultat este „absurd“, contrazicind ipoteza (E E AB). Contradicţia provine din 
ipoteza suplimentară (3 A = XX B), deci triunghiul A BC nu poate fi isoscel avind 
XA4Asă%B. 

b) Presupunem X B = X C. În această ipoteză, [CD, bisectoarea interioară 
a unghiului ACB, nu este şi inălțimea triunghiului ABC corespunzătoare laturii 
AB, deci CD AB, din care motiv [CE, bisectoarea exterioară a unghiului ACB, 
intersectează dreapta AP şi deci punctul E există (E€ AB). 

În triunghiul CED, m(3 CED) = 45" (ipoteză) (1). 

Deoarece CE _L CD (proprietatea bisectoarelor interioară şi exterioară ale 
unui unghi al unui triunghi), rezultă că m(3 ECD) = 90* . (2). 

Din (1) şi (2), conform unei consecinte a teoremei privind suma măsurilor 
unghiurilor unui triunghi, în triunghiul ECD avem m(% CDE) = 90 —15 = 
= 7 (3). 

În ACDB, notăm m(X BCD) = 2 (4). 

Pentru că triunghiul ABC este isoscel (ipoteza suplimentară) și [CD este 
bisectoarea unghiului ACB (ipoteză), conform notaţiei (4) avem că m(3 CBD) = 
— 3 20 şi, deoarece m(3E CDE) = 75" (conform (3), rezultă, scriind suma măsu- 
rilor unghiurilor triunghiului CBD, ecuaţia în z: 


a + 220 + 750 = 1800 «e 3 20 = 1050 ee = 85. 


Tinind seama de notația (4), putem scrie m(ă- BCD) = 35" şi deci, conform 
ipotezei, m(3 CBD) = 2-35 = 70%. Cum X BX C, urmează că şi m(3 C) = 
= 70. 


Aşadar, în ipoteza suplimentară 3 B E XC, problema are drept „soluţiei“ 
triunghiul isoscel ABC în care m(3 A) = 40” şi m(3- B) = m(X 0) = 70%. 
c) Presupunem XC A. Să observăm că, în această nouă ipoteză, 
zolvarea precedentă, doar notaţiile au fust schimbate 
70* şi m(3- B) = 40%, 


1 m(37 A) = 40” şi m(XB) = m(ă C) = 70” sau 
IL m(3C A) = m (30) = 70% şi m(3 B) = 40%. 


0 22. Exerciţii şi probleme 


1. Două dintre unghiurile unui triunghi au ca măsuri: a) 80% şi 65%; b) 482 
şi 59: 6) 46%25'30” și 574656”; d) 58*13'45” și 100%53'27”. Care este măsura celui 
de-al treilea unghi? 

2. Unul dintre unghiurile ascuţite ale unui triunghi dreptunghic are ca mă- 
sură: a) 272; b) 45%; c) 35*20'157; d) 65*18'35”. Care este măsura celuilalt unghi 
ascuţit? 

3. Cum trebuie să fie unghiurile E şi C ale unui triunghi ABC, asttel încit 
înălțimea dusă din virtul A al triunghiului să intersecteze dreapta BC într-un 
punct situat intre B şi C? 

A. Dacă în triunghiurile ABC, A'B'C' avem XA EX A' şi XB=XB, 
atunci avem XCEXC. 

5. Arătaţi că intr-un triunghi isoscel unghiurile de la bază sint ascuţite. 
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6. Să se demonstreze că într-un triunghi oarecare: a) nu poate exista decit 
cel mult un unghi obtuz; b) nu poate exista decit cel mult un unghi drept; 0) cel 
puţin unul dintre unghiurile lui are măsura mai mare sau egală cu GOE. 

7. Unul dintre unghiurile unui triunghi isoscel are ca măsură 709. Care sint 
măsurile celorlalte două unghiuri? Aceeaşi problemă în cazul în care unul dintre 
unghiuri are măsura de 130%. Dar cind unul dintre unghiuri are ca măsură 90%? 

8. Unul dintre unghiurile unui triunghi isoscel are ca măsură 40%. Care sint 
măsurile celorlalte două unghiuri? 

9. Triunghiurile A BC şi A'B'C” au congruente următoarele elemente: [AB] = 
=(4'B ASXA şi XCEXC. Justificaţi congruența triunghiurilor 


10. Dacă două triunghiuri isoscele au bazele respectiv congruente şi unghiu- 
rile opuse lor congruente, sint aceste triunghiuri congruente? De ce? 

11. Dacă triunghiurile isoscele A BC şi MN P (AB) [AC] şi (MNI=(M P)), 
au [ABIE(MN] şi XB N, sint aceste triunghiuri congruente? Dar dacă 
[MN] şi 3 A = 37 M, sint aceste triunghiuri congruente? 

12. Dacă triunghiurile echilaterale ABC şi A'B'C' au [AB][A'B), sint 
aceste triunghiuri congruente? 

13. Două dintre unghiurile unui triunghi au măsurile de 602 şi 40%, Să se 
determine: a) măsurile unghiurilor formate de bisectoarele triunghiului cu luturile 
opuse; b) măsurile unghiurilor dintre hişectoarele triunghiului; c) măsurile un;hiu- 
rilor dintre inălțimile triunghiului. 

14. Fie ABC un triunghi echilateral. Să se calculeze: a) măsura unghiului 
dintre mediana din virtul A şi latura [BC]; b) măsura unghiului dintre biseoloarea- 
unghiului A şi înălțimea din viriul C; c) măsura unghiului dintre biseotoarea un- 
ghiului A şi mediana din virful C; d) măsura unghiului dintre bisectoarea unghiu- 
lui A şi înălțimea din virtul A; e) pe dreapta BC se ia un punct D (CE(BD)) astfel 
ca [BC] ICD]. Să se calculeze măsurile unghiurilor triunghiului ABD. 

15. În triunghiul ABC m(X A) = 70%, m(3E B) = 30%, Să se calculeze mă- 
sura unghiului format de bisectoarea şi înălțimea triunghiului duse din virtul C. 
(În două cazuri — cu bisectoarea interioară şi cu cda exterioară.) 

16. Într-un triunghi un unghi are măsura de 40% și diferența măsurilor celor- 
lalte două de 30%. Găsiţi măsurile unghiurilor triunghiului. 

17, Să se demonstreze că o paralelă dusă la o latură a unui triunghi isoscel 
(sau sohilateral) formează cu celelalte două laturi un triunghi isoscel (sau echi- 
lateral). - 

18. Fie ABC un triunghi. Paralela prin C la bisectoarea unghiului B se inter- 
seotează cu dreapta AB in punctul D. Să se demonstreze că triunghiul BCD este 
isoscel. 

19. În triunghiul dreptunghic BAC (m(3C A) = 90%) se consideră înălțimea 
AD(D €(80)). 

a) Demonstraţi că triunghiurile BAC, BDA și ADC au unghiurile congru- 
ente; b) Dacă m(3- B) = 30* şi AC = 3 cm, să se calculeze lungimile segmentelor 
[BC], [CD] şi (82). 

20. În triunghiul ABC cunoaștem m(ă- A) = 300 şi m(3- B) = 120%. Se 
construiesc BD |. AB (DE (4C)) şi DF_L BC(F e (BC). Arătaţi că: a) tri- 
unghiurile ABD şi BFD au unghiurile congruente; b) dacă DE este mediană în 
triunghiul BDC (£ € (BC)) şi DH || BC (A € (4B)), atunci DEL DH. 

21. Se consideră triunghiul oarecare ABC în care BC <CA < AB. Fie 
DE(CB şi E€E (BC asttel încit [BD] [AB] şi [CEJ=([AC]. Să se calculeze 
m(3 DAE) în funcţie de m(X BAC). Cercetaţi şi cazul în care în A ABC avem 
AB < AC < BC. 
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22. într-un triunghi isoscel ABC ([AB]=|LAC)), prin mijlocul D al laturii 
[AC] se duce paralela la dreapta AB, care intersectează latura [BC] în E şi bisec- 
toarea unghiului. B în F. Să se demonstreze că: 

a) 'Triunghiurile DEC şi ADE sint isoscele; 

b) AFL BC: c) [BEI=ICE)=LEFI. 

23. Să se demonstreze că în triunghiul ABC, dacă latura [AC], bisectoarea 
unghiului B şi mediatoarea laturii [BC] sint concurente -în același punct, atunci 
m(Ă B) = 2:m(3C C) şi reciproc. 

24. Fie M,XN, P mijloacele laturilor [AB], [BC], [CAJale unui triunghi ABC. 
Fie Dși E(DECM şi EEN P) asttel incit [MD] =(CM] şi | PE] | PN]. Demon- 


straţi că: a) AF ==: BC: b) [ADI BC]; e) punetele E, A, D sint. colineare. 


25. Se consideră un triunghi ABC cu m(3% C) = 60%. Pe semidreptele [A A”, 
[BB' (4' e BC, B'e AC) perpendiculare pe BC şi respectiv AC se iau punctele M 
şi respectiv N, astfel incit [AA] S(A'M] şi [BB] [B'N]. Să se demonstreze că 
punctele M, C, N sint colineare. 

26. In exteriorul triunghiului isoscel ABC ([AB] ([AC]) se contruiese Lri- 
unghiurile dreptunghice isoscele ABD şi ACE (m(% D) = 90" şi m(3: £) = 905). 

a) Să se demonstreze că DE | BC. 

b) Să se arate că viriul A, mijloacele segmentelor [DE]şi [BC] şi (M) = 
= DB N EC sînt colineare. 

27. În triunghiul ABC cu m(X A) < 90%, fie punctul M € (BC). Se con- 
struiește MO_ AC (0 e (AC)) şi se prelungeşte [MOlculON]| =[0M]. Apoi se 
constrmeşte MO L AB (Q€ (A48B)) şi se preiungeşte [MU] cu 10 P) OI. 

a) da se demonstreze că A AN P este isoscel. 

b) Să se demonstreze că unghiurile triunghiului AN P au măsuri constante, 
inditerent de poziția punctului M pe segmentul (BC), şi să se exprime măsurile 
acestor unghiuri cu ajutorul măsurii unghiului A al triunghiului ABC. 

c) Cite grade trebuie să aibă măsura unghiului A, pentru ca A PAN să tie 
echilateral? 

d) Dacă m(3 BAC) = 90%, atunci punctele P, A, N sint colineare. 

28. Dacă A şi B sint două puncte diferite şi dacă | Az şi [By sint două semi- 
drepte incluse în acelaşi semiplan determinat de dreapta AB, astiel incit suma mă- 
surilor unghiurilor zA B și yBA să fie mai mică de 180%, să se demonstreze că semi- 
dreptele [Ay şi [By au un punct comun. 

29. În triunghiul ABC, bisectoarea interioară [BD (D e (AC)) şi bisectoarea 
exterioară [BE (E E AC) formează cu dreptele BC și respectiv AC unghiuri cu 
măsurile de 35% şi respectiv de 15%. Dacă AC = Bem, să se calculeze BC. 

30. În triunghiul MN P, bisectoarea interioară [NO (O € (M P)) şi bisectoaren 
exterioară [NR (FR € MP) formează cu dreptele NP şi respectiv MP unghiuri 
cu măsurile de 45* şi respectiv de 15”. Dacă NP = 4 cm, să se calculeze MW. 

31. În figura 243, măsurile a două unghiuri 

exterioare triunghiului ABC sint: m(3X A.) = 109 

70 și m(37 B,) = 1380. Să se calculeze măsurile unghiu- 
rilor triunghiului A BC. 

32. Măsura unui unghi exterior unui triunghi 


8, isoscel este de 130%. Să se calculeze măsurile unghiu- 
A a rilor. triunghiului. 
Re 33. Măsura unui unghi exterior unui triunghi 


dreptunghic este de 150%. Să se calculeze măsurile 
unghiurilor triunghiului. 


84. Să se demonstreze că suma măsurilor a două unghiuri exterioare ale unui 
triunghi este mai mare de 180. 
35. Care este suma măsurilor unghiurilor exterioare ale unui triunghi? 
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36. Un triunghi ABC are m(3% A) = 60%. Bisectoarea LAD (DE(BC)) for- 
mează cu dreapta BC un unghi de 100. Care sint măsurile unghiurilor B şi C ale 
triunghiului? 

37. În triunghiul isoscel ABC (X BC) ştim că X BDC = X BCD 
(DS (40 ) și X ABD BAD. Să 'se calctileze măsurile unghiurilor Ttriun- 
ghiului. 

38. Fie ABC un triunghi isoscel ([AB] (AC) şi fie E€ BC asttel incit 
ICEJ=[AC] (C intre B si £). 3 

a) Determinaţi măsura unghiului BAC, astfel incit [AC să fie biseotoare în 
triunghiul ABE. b) Cercetaţi dacă AABCE AACE. 

39. Într-un triunghi ABC notăm cu D piciorul bisectoarei unghiului A şi 
cu E mijlocul laturii [AC]. Știind că m(3c A) = 2-m(3C B) şi că DE || AB, să se 
afle măsurile unghiurilor triunghiului ABC. 3 

40. Cum trebuie să fie două numere, pentru ca să existe un triunghi astfel 
ca două dintre unghiurile sale să aibă drept măsură aceste numere? 

41. Formulaţi o reciprocă a teoremei de la pagina 105 şi demonstraţi că ea 
este o „teoremă“. 

42. În triunghiul echilateral ABC, ştim că AD este perpendiculară pe bisec- 
toarea [BB' a unghiului E (B'€ (AC),D E (BB)) şi că AE L AB, unde EEBB-. 


Demonstraţi că DE = A. BE. 


43. Considerăm triunghiul ascuţitunghic ABC. Fie AÂ'LBC (4'€E(B0)) 
şi CEL AC, unde FE AA; BB' LCA(B € (CA) şi AFL AB, unde FE BB; 
CO! LAB(C: e (AB) şi BG-L BC, unde G € CC". Notind cu M, N, P respectiv, 
intersecțiile dreptelor AF cu BG. BG cu CE şi CE cu AF, demonstraţi că triun- 
ghiurile MNP şi ABC au unghiurile congruente. 

44. În triunghiul ABC ştim că AD_L AB şi CDL BC. Să se calouleze 
măsura unghiului ADC ştiind că: 

a) A ABC este ascuţitunghic şi m(3- ABC)= 605; 

b) A ABC este obtuzunghic şi m(3c ABC) = 60%. 

. 45. Se consideră triunghiul ascuţitunghic ABC şi P E(BC). Perpendiculara 
în P pe BC intersectează pe AC în M, iar perpendiculara din P pe AB intersec- 
tează pe AB în N. 

a) Să se demonstreze că triunghiul ABC este isoscel dacă X MPN = 


ACB. 
se BP MP 


b) Dacă_m(3 MPN) = m(3E ACB) = 60" și DE =1, atunci N P= 1. 


38. CAZURILE DE CONGRUENȚĂ A TRIUNGHIURILOR DREPTUNGHICE 


În situaţia particulară a triunghiurilor dreptunghice (care au 
toate cîte un unghi drept), cazurile de congruenţă a triunghiurilor 
oarecare permit o formulare simplificată, în care apar numai două 
elemente ale triunghiurilor, cel de-al treilea fiind unghiul drept. 

Astfel, pornind de la cazul 1 de congruenţă a triunghiurilor 
oarecare, putem enunţa, pentru triunghiurile dreptunghice, urmă- 
toarea formulare: - 

Două triunghiuri dreptunghice care au catetele respectiv con- 
gruente sînt gongruente. (Unghiul cuprins între catete fiind un unghi 
drept, iar toate unghiurile drepte sint congruente.) 
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Analog, cazului 2 de congruenţă a triunghiurilor oarecare îi co- 
respunde, pentru triunghiurile dreptunghice, următoarea formulare: 

Două triunghiuri dreptunghice care au cîte o catetă şi unghiul 
ascuţit alăturat acesteia respectiv congruente sînt congruente. (Al 
doilea unghi alăturat catetei este unghiul drept.) 

În afara acestor două cazuri de congruenţă, deduse direct din 
cele ale triunghiurilor oarecare, mai există două cazuri de congruenţă 
specifice triunghiurilor dreptunghice. 


Cazul 1. Dacă două triunghiuri dreptunghice au ipotenuzele 
congruente și cîte unul din unghiurile ascuţite congruente, atunci ele 
sînt congruente. 

Acest caz este o consecinţă a teoremei asupra măsurilor unghiu- 
rilor unui triunghi și a cazului 2 de congruenţă a triunghiurilor 
oarecare. 


Cazul 2. Dacă două triunghiuri dreptunghice au ipotenuzele şi 
cîte o catetă respectiv congruente, atunci ele sînt congruente. 
Acest caz îl vom demonstra. 


Ipoteza : Concluzia 
m(X BAC) = 90%, A ABC=A A'B'C'. 


Ac Pi 


[AB]=[(A'8). 


p' 
Fig. 244 

Demonstrația. Pe dreapta BA luăm un punct D(A€ (BD)),asttel 
ca [AD]= [AB] (fig. 244) şi pe dreapta B'A' luăm, de asemenea, un 
punct D (4' E (B'D'))astiel ca [4'D']= [4'B7. 

Avem: A BAC= A DAC (cazul 1 — LUL), deoarece [AC] = 
= [AC] (segmente identice), m(3 DAC) =180* — m(X BAC) = 90* 
= m( BAC) şi [ABJ=(ADI (prin construcţie). Deci [BC] DC]. 

La fel demonstrăm că [B'C']=(D'C]. 

Acum observăm că A BCD= A B'C'D' (cazul 3 — LLL), deoa- 
rece [BC]=[B'C'] (din ipoteză), [CD]= [C'D'] (conform celor de 
mai sus) şi [BD] [BD] (BD —2-AB—2-4'B =B'D'). Deci 
XB=XB. 

Deoarece: [BC]=[B'C'] (din ipoteză), X B=X B' (cum s-a 
demonstrat mai sus) şi [AB] [A'B'] (din ipoteză), conform cazului 4 
de congruenţă a triunghiurilor oarecare (LUL) putem scrie A BAC= 
A BA'C" (q-e.d.). 

Cazurile de congruență specifice triunghiurilor dreptunghice le 
putem rezuma astfel: cazul 1— IU (adică: ipotenuză-unghi) și cazul 2— 
IC (adică: ipotenuză-catetă). 
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"O 23. Probleme 


VH În triunghiul “dreptunghic ABC (m(3_ A) = 90%), lungimea catetei [AB] 
este egală cu 5 cm și măsura unghiului C este de 30”. Notăm cu B' simetricu! punc- 
tului B faţă de dreapta AC. Să se calculeze perimetrul triunghiului EB'C 

2. In triunghiul dreptunghic ABC (m(3 A) = 909), măsura unghiului C 
este de 602. Pe dreapta AC se ia un punct C'(A E(CC”)) astfel ca [AC] [AC]. 
Știind că BC = 4 cm, să se calculeze perimetrul triunghiului CC” B. 

3) În triunghiul dreptunghic ABC (m (37 A) = 90%), măsura unghiului B 


date Da dintr-un unghi: drept. Știind! că înălțimea, triunghiului corespunză- 


toare ipotenuzei [BC] este de 2 cm şi că punctul A' este simetricul punctului A 
față de dreapta BC, să se calculeze perimetrul triunghiului: ACA!. 

4. În triunghiul ABC, în care AB = 3 cm, ştim că punctul C este simetri- 
cul punctului față de înălțimea triunghiului corespunzătoare laturii [BC], iar 
măsura unghiului Z este de 60%. Să se calculeze perimetrul triunghiului ABC, 

5. În triunghiul A BC, măsura unghiului A este de 605. TailţimoăcA Dl (pe(B0) 
imparte latura [BC] în două segmente congruente (BD = DC = 6 cm). Care este 
perimetrul triunghiului ABC? 

6. În triunghiul ABC dreapta AD (DE(BC)) (imparte latura [BC] în două 
părţi congruente şi formează cu dreapta FC unghiuri de 90%. Măsura unghiului C 
fiind, de 40%, să se calculeze măsurile unghiurilor triunghiului ABC. 

12. În triunghiul ABC (m(3 A) = 90%), înălțimea [AD] (DE(BC)) are lun- 
gimea de 6 cm. Știind că punctele B și C Ed simetrice față de înălțimea AD, să 
se calculeze lungimea ipotenuzei [BC]. 

8. În triunghiul dreptunghic ABC, unghiurile B şi C sint congruente. Se 
cer măsurile unghiurilor pe care mediana [AD] (DE (BC)) le tace cu laturile [AB] 
şi LAC]. 


9. In triunghiul MN P, înălțimea [MA] (A E(X P)) formează cu latura (MN) 
un unghi congruent cu unghiul N al triunghiului şi cu latura [MP] un unghi con- 
gruent cu unghiul P al triunghiului. Să se calculeze măsurile unghiurilor triunghiu- 
lui MNP. 

10. În triunghiul RS înălțimea [RAȚ] (M E(57)) este congruentă cu seg- 
mentele [SM] şi (M7]. Să se calculeze măsurile unghiurilor triunghiului RS7. 

11. In triunghiul ABC, înălţimea [AD] (DE(BC)) formează cu latura [AB] 
un unghi congruent cu unghiul C al triunghiului și cu latura [AC] un unghi con- 
gruent cu unghiul P al triunghiului. Să se calculeze măsura unghiului BAC. 

12. Fie M un punct situat în interiorul unghiului z0y (m(3C 20 4) = 30). 
Știind că OM = 6 cm şi că punctele M, şi M, sint simetricele punctului M faţă 
de Oz şi respeotiv Op să se calculeze: a) măsura unghiului 0; b) perimetrul 
triunghiului M,OMs- 

IB51a aititp it 4 PCI Eeapeal A D ALO deac unghiuri congruente cu drep- 
tele AB şi AC. Știind că AD_L. BC şi că măsura unghiului BAC este de două ori 
mai mare decit cea a unghiului C, să se calculeze măsurile unghiurilor triunghiu- 
lui ABC. 

14. În triunghiul MN P măsura unghiului M este de trei ori mai mică decit 
măsura unghiului IN şi de două ori mai mică decit cea a unghiului P. Știind că 
NP = 4 cm, să se calculeze lungimea laturii [MP]. 

15. în triunghiul dreptunghic ABC (m(3C E) — 907), măsura unghiului C 
este de 60% şi. BC = 3 cm. În punotul D, mijlocul laturii [AC], se ridică perpendi- 
culara DE p€ A aia AG (Eee RC). Să za cilouleze părimeteul teiubebiului A CE. 
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39. PATRULATERUL" 


Să privim figurile geometrice desenate mai jos (fig. 245 şi 246) 
fiecare determinate de cite patru puncte distincte A, B, C, D (respec- 
tiv E, F, G, H) considerate în ordinea scrisă. 

Vom observa, în fiecare dintre figuri, că: 

a) Oricare trei puncte sint ne- 
colineare. 


4 
K SI b) Oricare două dintre seg- 
a mentele [AB] și [CD] sau [BC] şi 
2) [DA], respectiv [EF] şi [GH] sau 
3 E [FG] şi [HE], n-au nici un punct 
E interior comun. 
Sau AH 


& Figura formată de reuniunea 

Fi. 245 Fig. 246 [AB]U[BC] U[CD)U [DA] (ca şi 

cea formată de [EF] U [PG] U [GH]u 

U[HE]), care îndeplineşte condiţiile a) şi b) de mai sus,este un parru- 
later i se notează ABCD, respectiv EFGH. 

n figurile 247, 248 şi 249, ABCD, OPOR şi KLMN nu sint pa- 
trulatere pentru că nu se îndeplineşte fie condiţia a) — ca în cazul 
figurilor 247 și 249 — (punctele A, B şi C, respectiv K, L şi M fiind 
colinvare), fie condiţia b) — ca în cazul figurii 248 — ([0P]n [QR] 7 
72) 


o 
Q 
4 K M L 
pe 
P | 
e 8 P. J N 
Fig. 247 Fig. 248 Fig. 249 


Observaţie. Dacă în figura 248, în loc de ordinea 0, P, Q, R, punc- 
tele ar fi luate în ordinea O, R, P, Q, atunci am putea vorbi de patru- 
laterul ORPQ. 

Într-un patrulater ABCD, punctele A, B, C şi D se numesc - 
virfurile patrulaterului, segmentele LA B], [BC], [CD] şi [DA] se numesc 
laturile patrulaterului, iar unghiurile ABC, BOD, CDA şi DAB se 
numesc unghiurile patrulaterului. A 

Virtul A se spune că este alăturat virturilor B şi D şi că este opus 
virtului C ete. 

Laturile [AB] şi [BC] se numesc laturi consecutive (la fel [BC] şi 
[CD] sau [CD] şi [DA] sau [DA] şi [AB]). Două laturi care nu sint 


) cuvintul „patrulater“ este compus din două cuvinte provenite din limba 
„latină: guattuor = patru și latus-eris = latură. 


na 


consecutive se numesc laturi opuse (laturile [AB] şi [CD] sau [BC] şi 
[DA] sînt opuse). 

Unghiurile ABC şi BCD, care au comună o latură a patrulateru- 
lui (latura[8C]), se numesc unghiuri consecutive (la fel X BCD şi X CDA 
sau 3 CDA şi X DAB sau X DAB şi X ABC sînt unghiuri conse- 
cutive). Două unghiuri care nu au comună o latură a patrulaterului 
se numesc unghiuri opuse (unghiurile ABC şi CDA sau %X BCD și 
x DAB sînt unghiuri opuse). 

Segmentele [AC] şi [BD], care unesc două virfuri opuse ale patru- 
laterului, se numesc diagonalele” patrulaterului. 

Suma lungimilor laturilor patrulaterului este perimetrul patrula- 
terului. 

Vom considera patrulaterul ABCD (fig. 245) identic cu patrula- 
terele BCDA, CDAB, DABC, precum şi cu patrulaterele ADCB 
DCBA, CBAD, BADC. 

Detiniţie. Un patrulater se numește patrulater convex? dacă, 
oricare ar fi o latură a sa, cele două vîriuri, nesituate pe latura 
considerată, se află de aceeaşi parte a dreptei în care este inclusă 
latura respectivă (în același semiplan determinat de dreapta în care 
este inclusă latura respectivă). 

În figura 245, patrulaterul ABCD este un patrulater convex. 
Patrulaterul EFGH din figura 246 nu este convex, deoarece — spre 
exemplu — punctele E și /! se găsesc de o parte și de alta a dreptei 
GH. Patrulaterul EFGH se numeşte patrulater neconvez sau patrulater 
concav. 


e 


e 24. Exerciţii i 


1. Desenaţi în caietele voastre un patrulater ABCD, ca cel din figura 245, 
Care este virful opus lui D? Dar virturile alăturate lui C? Care este latura opusă ' 
lui DA]? Dar laturile consecutive ei? Care este unghiul opus lui CAD? Dar unghiu- 
rile consecutive lui? Ă 

2. Cite patrulatere distincte puteţi forma cu virfurile în punctele din figura 
2502 Scrieţi-le, pe fiecare din ele, în toate modurile posibile. În cite moduri dife- 
rite se poate nota acelaşi patrulater? 

3. Cite patrulatere distincte se pot 
forma cu virfurile în punctele din figura A 
251P Scrieţi-le, pe fiecare din ele, în toate i 
modurile posibile. „D 

4. Care dintre patrulatere de la exer- 
ciţiile 2 şi 3 sint convexe şi care nu? 

5. Un patrulater care are două laturi IG: B* 
opuse paralele este totdeauna convex sau Ego 
poate fi neconvex? i, să 


*D 


Fig. 251 


1 cuvintul „diagonală“ este compus din două cutinte provenite din limba 
greacă: dia = prineşi sonia = unghi. 

> cuvintul „conoez“ vine din limba latină: convezus — bombat. 

3) cuvintul „concav“ vine din limba latină: concavus — scobit. 
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40. SUMA MĂSURILOR UNGHIURILOR UNUI PATRULATER CONVEX 


Teoremă. Suma măsurilor unghiurilor unui patrulater convex 
este de 360%. 


Demonstrația. Fie ABCD un patrulater convex. Considerăm una 
dintre diagonalele patrulaterului — spre exemplu diagonala [AC] 
(fig. 252). S-au format două triunghiuri (A ABC și A ADC). Stim 
că suma măsurilor unghiurilor unui triunghi este de 180%. Scriem acest, 
lucru pentru fiecare triunghi în parte: 

m(% ABC) + m(3 BCA) + m(X CAB) = 1800 

A (în A ABC)şim(3 ACD) + m(XCDA) + m(X DAC)= 

= 180" (în A ADC). 
Adunăm cele două egalităţi, membru cu membru. 
P  m(XABC)+m (XBCA)+m (XCAB)+ m (X ACD)+ 
E + m( CDA) + m( DAC) = 360%, 
[e Folosim proprietatea de comutativitate ă sumei: 

m(X ABC) + m (3 BCA) + m(% ACD) + 
m(X-+ CDA) + m(X DAC) + m(X BAC) — 360%, 

Proprietatea de asociativitate a sumei ne permite să scriem: 

m(% ABC) + [m(3 BCA) + m(3 ACD)] + m(X CDA) + 
+ [m(3 DAC) + m BAC) = 360” sau m(3 ABC) + m(% BCD)+ 
-- m(3 CDA) + m DAB) = 3600 (q-e.d.). 


Fig. 252 


e 25. Probleme 


1. Desenaţi un patrulater convex ABCD în care m(32 A) = 50%, m(3 B) = 
= 70, m(3 C) = 140. Care este măsura unghiului D? 
2. Aceeaşi problemă, pentru m(X A) = 40%, m(3% B) = 30%, m(3- 0) = 
= 1005. 
3. Aceeași problemă, pentru m(3 A) = 120%, m(X B) = 150%, m(3 0) = 
= 1005, 
4. Cite unghiuri cu măsurile mai mici de 90* poate avea un triunghi? Dar 
un patrulater convex? Analizaţi la fiecare intrebare toate posibilităţile, 
5. Cum este unghiul din C al patrulaterului ABCD din figura 253 faţă de 
unghiul din A? 

6. Care sint măsurile unghiurilor unui patrulater con- 
vex, dacă toaţe unghiurile lui sint congruente? Desenaţi un 
astfel de patrulater. Are el neapărat şi toate laturile con- 

C  gruente? 
A 7, Să se construiască un patrulater ABCD cunoscind 
lungimile a trei dintre laturi (AB = 3cm, BC = 3,8 cm, 
=? CD = 4,5 cm) şi ale diagonalelor (AC = 5,3 cm, BD = 6,1cm). 
& 8. Un patrulater este împărţit de una din diagonale 
Fig. 253 în două triunghiuri, dintre care unul are perimetrul de 25 cm, 


2) 
a 
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iar celălalt de 27 cm. Dacă perimetrul patrulaterului este de 32 om, să se deter- 
mine lungimea acelei diagonale. 

9. Să se construiască un patrulater ABCD ştiind că AB = 18 mm, BC = 
= 24 mm, AD = 12 mm, CD = 30 mm şi m(3- ABC) = 1205. 


41. PARALELOGRAMULI 


Din mulţimea patrulaterelor, vom studia numai citeva tipuri 
speciale. Paralelogramul este unul dintre ele. 

Detiniţie. Se numește paralelogram patrulaterul convex care 
are laturile opuse paralele. 


Deci patrulaterul ABCD (fig. 254) 
este paralelogram atunci şi numai atunci 


cind AB DC şi ADI BC (definiţia para- =) 4 
lelogramului). 

Proprietăţile paralelogramului 8 4 

a) Proprietăţi referitoare la laturi Fig. 254 


Teoremă. Într-un paralelogram laturile opuse sint congruente 
două cîte două. 

Demonstrația. În paralelogramul ABCD, ducem o diagonală — 
'de exemplu diagonala [AC] — (fig. 255). S-au format două triunghiuri 
(A ABC şi A CDA) în care avem: X Aa 


XC, (ca unghiuri alterne interne formate -) 2, 
dedreptele paralele A Bși DCcu secanta AC), 
[AC] = [CA] atură comună), X C.= XA 3 / 


(ca unghiuri alterne interne formate de iza) 
dreptele paralele AD şi BCou secanta AC). s: 


Contorm cazului 2 de congruenţă a triunghiurilor oarecare (ULU): 
A ABC= A CDA. 

În triunghiuri congruente, unghiurilor congruente li se opun la- 
turi congruente: [BC] = [AD] şi [AR] = [DC] (q.e.d.). 

Observaţie. Ipoteza teoremei se compune din două părţi: 
1) ABIDC şi:2) AD| BC. 

Concluzia se compune tot din două părţi: 1) [ABJ=[DC] şi 
2) [ADI=(BC]. 

Deoarece în propoziţia reciprocă putem forma concluzia, în între- 
gime sau în parte, din ipoteza profoziţiei directe şi invers, teorema 
precedentă are două reciproce. 


1 Guvintul „paralelogram“ este compus din cuvintele, provenite din limba 
greacă: para-allelon = paralel şi zramma — scriere, desen. 
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Teorema reciprocă 1. Dacă într-un patrulater convex laturile 
opuse sînt congruente două cîte două, atunci patrulaterul este parale- 
logram. 

Demmonstraţia. Fie patrulaterul convex ABCD în care [AB8]= 
IDC] şi [AD] [BC] (fig. 256). Diagonala [AC] determină două 
triunghiuri (A ABC şi ACDA) în care avem: 

P Fă ra iei! |. (din ipoteza), 

[CA] = [CA] (latură comună). 

Conform cazului 3 de congruență a 
pice triunghiurilor oarecare (LLL): A ABC = 

ă = A CDA. 


În aceste triunghiuri congruente, laturilor congruente [BC] şi 
[AD] li se opun unghiuri congruente: X A, = % Ca. Dar unghiurile 
Aa şi Ca au poziţia de unghiuri alterne interne formate de dreptele 
AB şi DC. Contorm teoremei de existenţă a dreptelor paralele, con- 
gruenţa unghiurilor alterne interne X A, și X C, îulioă paralelis- 
mul dreptelor AB şi DC. Deci AB || De. 

De asemenea, laturilor congruente [AB] şi [DC] li se opun un- 
ghiurile congruente: X C, şi X A, şi deci AD || BC (q.e.d.). 

"Teorema reciprocă 2. Dacă într-un patrulater convex două laturi 
opuse sînt congruente și paralele, atunci patrulaterul este paralelogram. 

Demonstrația. Fie patrulaterul convex ABCD în care. [AB8]= 
= [DC] și AB || DC (fig. 257). Considerăm triunghiurile A BC şi CDA 
obţinute prin ducerea diagonalei [AC]. 

În aceste triunghiuri avem: [AB]= 


4 2 =[CD] (din ipoteză), X A, 3% Ce (ca un- 
ghiuri alterne interne formate de dreptele 
paralele AB şi DC cu secanta AC), [AC] = 

8 (73 = [CA] (atură comună). 


Fig. 257 Conform cazului 1 de congruenţă a trl- 
unghiurilor oarecare (LUL), A ABC ACDA. 
În aceste triunghiuri- congruente laturilor congruente [AB] și [CD] li 
se opun unghiuri congruente: X C, = % A. Dar aceste unghiuri au 
poziţia de unghiuri alterne interne formate de dreptele AD şi BC 
intersectate de secanta AC. Congruenţa acestor unghiuri implică 
paralelismul dreptelor AD şi BC (AD || BC). Această din urmă relaţie 
de paralelism (AD'| BC) împreună cu releţia AB | DC (din ipo- 
teză) exprimă faptul că patrulaterul ABCD este un paralelogram 
(q-e.q.). 

Prima teoremă reciprocă fiind demonstrată, rezultă că proprie- 
tatea: Într-un patrulater convex laturile opuse sint congruente este 
o proprietate caracteristică tuturor paralelogramelor (şi numai a para- 
lelogramelor). ș 
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b) Proprietăţi referitoare la unghiuri 

Teoremă. Într-un paralelogram oricare două unghiuri opuse 
sînt congruente şi oricare două unghiuri consecutive sînt suplementare. 

Demonstrarea acestei teoreme se face folosind teorema relativă 
la unghiurile cu laturile respectiv paralele şi o lăsăm pe seama elevi- 
lor, ca temă pentru acasă. 

Observaţie. Se vede că este suficient să cunoaștem măsura unui 
unghi al unui paralelogram, pentru a cunoaşte măsurile tuturor unghiu- 
rilor lui. 

"Teoremă reciprocă. Dacă într-un patrulater convex unghiurile 
opuse sînt congruente, atunci patrulaterul este paralelogram. 

Demonstrația. Se ştie, dintr-o teoremă demonstrată anterior, că 
suma măsurilor unghiurilor unui patrulater convex este egală cu 360* 
(4 unghiuri drepte). Atunci, în patrulaterul convex ABCD, putem 
sorie: m(X A) + m(X B)+ m(X C)+ m(X D)=4 dr. 

Dar, cum din ipoteză mai știm că XA=XCși XB=XD, 
suma de mai sus se poate scrie: 2: m(% A)+ 2- m(X D)=4 dr 
sau m(%X A)+ m(3 D)=—2 dr. 

Unghiurile A și D au poziţia de unghiuri interne și de aceeași 
parte a secantei, formate de dreptele A B şi DC intersectate de secanta 
AD. Dacă aceste unghiuri sint suplementare, rezultă că dreptele AB 
și DC sînt paralele (consecinţa 3 a teoremei de existenţă a dreptelor 
paralele), deci AB || DC. În același mod se demonstrează că AD || BC 
(q-e.d.). 

c Reciproca fiind demonstrată, rezultă că proprietatea: Într-un 
patrulater convex unghiurile opuse sint congruente este o proprietate 
caracteristică tuturor paralelogramelor (şi numai a paralelogramelor ). 

c) Proprietăţi referitoare la diagonale 

Teoremă. Într-un paralelogram diagonalele se intersectează 
una pe alta în părţi congruente. 

Fie ABCD un paralelogram (fig. 258) şi O punctul de intersecţie 
a diagonalelor. 

Demonstrația. Triunghiurile AOB şi COD sint congruente (con- 
form cazului 2 de congruenţă a triunghiurilor oarecare — ULU), 
deoarece: (1) X BAO= X DCO (alterne interne formate de dreptele 
paralele AB şi CD intersectate de AC), 


(2) [AB] = [CD] (ca laturi opuse ale paralelo- A D 
gramului), (3) X AB0O=X CDO (alterne in- 

terne formate de dreptele paralele AB EI CD 

intersectate de BD). 8 (că 


În triunghiurile congruente AOB şi COD Fig. 258 
unghiurilor congruente li se opun laturi con- 
gruente: 
[40] [OC] (se opun unghiurilor congruente (3)), 
[B0]=[0D] (se opun unghiurilor congruente (1)) (q-e.d.). 


Punctul de intersecţie a diagonalelor unui paralelogram este 
centrul paralelogramului. 

'Teoremă reciprocă. Dacă într-un patrulater convex diagonalele 
se intersectează una pe alta în părţi congruente, atunci patrulaterul , 
este paralelogram. 

Pentru demonstraţie vom folosi tot, figura 258. 

Demonstrația. Triunghiurile AOB şi COD sint congruente (con- 
form cazului 1 de congruență a triunghiurilor oarecare: — LUL), 
deoarece: (1) [40]=[C0] (din ipoteză), (2) X AOB=% COD (ca 
unghiuri opuse la virt); (3) [80] =[D0] (din ipoteză). 

În triunghiurile congruente AOB şi COD, laturilor congruente li 
se opun unghiuri congruente: X AB0O= X CDO (se opun laturilor 
congruente (1)). 

Dar unghiurile AB0 şi CDO au poziţia de unghiuri alterne 
interne formate de dreptele AB şi DC. Contorm teoremei de existenţă 
a dreptelor paralele, congruenţa unghiurilor alterne interne ABO 
şi CDO implică paralelismul dreptelor AB şi DC. Deci AB | DC. 

În același mod se demonstrează congurenţa triunghiurilor A0OD 
şi COB, care implică paralelismul dreptelor AD şi 

Din AB || DC şi AD || BC rezultă că ABCD este paralelogram 
(q.e.d.). 

Reciproca fiind demonstrată, rezultă că proprietatea: Diagona- 
lele unui patrulater convex se intersectează una pe alta în părţi con- 
gruente este o proprietate caracteristică a tuturor paralelogramelor 
(și numai a paralelogramelor ). 

Pentru conciziunea enunţului, teorema directă şi teorema reci- 
procă referitoare la diagonalele paralelogramului pot fi formulate 
astfel: 

Teorema directă. Într-un paralelogram diagonalele au 
același mijloc. 

"Teorema reciprocă. Dacă într-un patrulater convex diagonalele 
au același mijloc, atunci patrulaterul este paralelogram. 

Observaţie. Toate propoziţiile prin care sint exprimate proprie- 
tăţi caracteristice ale paralelogramului pot fi folosite ca definiţii ale lui. 

Cu ajutorul teoremelor directe sau reciproce, a menunţat proprie- 
tăţile paralelogramelor. 

Le recapitulăm, formulindu-le astfel: 

Teoremă. În orice paralelogram laturile opuse sînt congruente 
şi reciprocele: orice patrulater convex în care laturile opuse sînt con- 


gruente este paralelogram, și orice patrulater convex în care două laturi 
opuse sînt congruente și paralele este paralelogram. 
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Teoremă. În orice paralelogram unghiurile opuse sînt con- 
gruente și reciproc, orice patrulater convex în care unghiurile opuse sînt 
congruente este paralelogram. 

Teoremă. În orice paralelogram diagonalele se intersectează 
una pe alta în părţi congruente şi reciproc, orice patrulater convex în 
care diagonalele se intersectează una pe alta în părţi congruente este 
paralelogram. 


Construcţia paralelogramelor 

Putem construi un paralelogram astfel: 

a) Desenăm două drepte paralele pe care le intersectăm cu alte 
două drepte paralele. Punctele de intersecţie (patru) vor reprezenta 
virturile unui paralelogram (conform definiţiei paralelogramului). 

b) Desenăm două segmente paralele şi congruente. Capetele (ex- 
tremităţile) acestor segmente vor fi virfurile unui paralelogram (pro- 
prietatea caracteristică a paralelogrâămului de a avea două laturi 
paralele și congruente). 

c) Intersectăm două segmente necongruente, dar care au acelaşi 
mijloc. Capetele (extremităţile) acestor segmente vor fi virfurile unui 

aralelogram (proprietatea caracteristică a paralelogramului de a avea 
Aia aonejele cu acelaşi mijloc). 


e 26. Exerciţii și probleme 
1. În paralelogramul ABCD, notăm cu O intersecţia dreptelor AC şi BD. 
Să se calculeze: 


e) m (3 0MN) = m (E NPO) = 30 şi XX MNP XX POM; d) m(3 OUN 
= m(3E N PO) = 400 şi m(3- OUN) -+ m(ă MNP) = 180%; e) m(3e OMN) = 
= ma(3E M PO) — 28: şioM | PN; 1 MN = QD= 4 em și MN OP: e) M0 —0 P= 
=2cm şi m(X0M0) = m(X- N PO) = 30%;h) MO = OP = Bem şi NO = 
= 09 = 2 cm, 

Se sue et leon Baa unghiurilor paralelogramului ABCD (A şi C 
sint vinturi opuse) în fiecare din următoarele cazuri: a) m(3- A) = 40%; b) m(3-B) = 
2120045; 6) (3 C) 22 56043457; d) (3 D) = A: 

4. În paralelogramul ABCD ştim că m(3- ABD) = 20%, m(3- ACB) = 80* 
şi că unghiul dintre diagonalele paralelogramului are măsura de 120”. Care sint 
măsurile unghiurilor paralelogramului ABCD? 

5. Să se calculeze lungimile laturilor paralelogramului ABCD, ştiind că 


AB + BC + CD + DA = 18 cm şi ge =2: AB. 
6. Să se calculeze lungimile laturilor paralelogramului ABCD, ştiind că 
D6I= BO 26 /ăragi AD = A 48. 


7. Să se „construiască“ / un paralelogram ABCD, cunoscind că: 
D = 5cm. Cite soluţii are problema? 
b) AB = 6cm, AD = 5 cm şi m(X BAD) = 40. Cite soluţii are problema? 


Ş 121 


8. Să se „construiască“ un paralelogram ABCD, ştiind că lungimile diago- 
nalelor lui sint de 6 cm și 12 cm, iar cea a laturii [AB] de 7 cm. 

9. Să se „construiască“ un paralelogram ştiind că diagonalele formează un 
unghi cu măsură de 1305, iar lungimile acestor diagonale sint de 8 cm și 14 cm. 

10. Printr-un punct oarecare M, care aparține bazei unui triunghi isoscel 
ABC (AB = AC = a cm) se duc paralele la laturile congruente. Să se demon- 
streze că perimetrul paralelogramului astfel format (construit) este egal cu 2a cm. 

11. Se dă paralelogramul ABCD cu laturile AB = 7,5 cm şi AD = 2,5 cm. 
a) Să se demonstreze că bisectoarele unghiurilor ADC şi BCD impart latura [AB] 
în trei segmente congruente. b) Să se determine măsura unghiului format de aceste 
biseotoare. c) Să se afle cu cit trebuie „mărite“ laturile [A B]și LA D] pentru ca bisec- 
toarele de mai sus să se intersecteze pe latura [AB] a paralelogramului. 

12. Să se demonstreze că picioarele perpendicularelor din virfurile unui 
paralelogram pe diagonale sint virturile unui paralelogram care are același centru 
cu paralelogramul dat. 

13. Fie ABC un triunghi dreptunghic (m(32 A) = 905) şi E un punct care 
aparţine inălțimii [AD] (DE(BC)). Perpendiculara în £ pe CE intersectează dreapta 
AB în F. Paralela prin E la AB intersectează pe BC in G. Să se demonstreze că 
AGEF este paralelogram. 

14. În paralelogramul PORS, bisectoarea unghiului P intersectează latura 
[RS]in punctul M, iar bisectoarea unghiului R intersectează latura ( PQJin punctul W. 
Să se demonstreze că: 

a) patrulaterul MAN P este paralelogram ; 

b) patrulaterul NSMQ este paralelogram. 

15, În exteriorul paralelogrumului ABCD, din figura 259, s-au „construit“ 
pe laturile lui triunghiurile drepti 0 isoscele ABE şi ADG cu unghiurile drepte 
în A. Să se demonstreze că triunghiurile AZG și ABC sint congruente. 

16. În paralelogramul A BCD se iau pe laturile [ BC] şi (DA) segmentele [BEJ 
DG] (fig. 260). Să se demonstreze că BEDG este paralelogram şi că punctul de 
a diagonalelor lui este același cu cel de intersecție a diagonalelor parale- 
logramului ABC. 


G E 
5 

e A 6 __D ps i 

o, d 
z 
: SP 
8 E Cc 3 4 
8 (i Fig. 259 Fig. 260 Fig. 261 


17. Pe laturile paralelogramului A BCD (cu unghiul A ascupit și cu măsura 
diferită de 60”) se „construiesc, în exteriorul paralelogramului, triunghiurile echi- 
laterale DCE şi ADP (fig. 261). Să se demonstreze că triunghiul FBF este echi: 
lateral. 

18. Paralelogramele ABCD şi ABEF au o latură comună şi dreptele DC şi 
FE sint diierite. Să se demonstreze că DCEF este paralelogram. 

19. Paralelogramele ABCD, BCEF şi CDGE au două cite două o latură 
comună. Să se demonstreze că BG, AE, DF au toate un punct comun (sint concu- 
rente în acelaşi punct). 

20. În patrulaterul convex ABCD distantele de la punctele A şi C la diago- 
nala [BD] sint egule. De asemenea, distanţele de la punctele B şi D la diagonala 
[AC] sint egale. Să se demonstreze că A4BCD este paralelogram. 
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42. LINIA MIJLOCIE ÎNTR-UN TRIUNGHI 


Definiţie. Într-un triunghi, segmentul ale cărui extremităţi 
sînt mijloacele a două laturi se numeşte linie mijlocie. 

De exemplu, considerăm A ABC şi mijloacele D şi E ale laturilor 
[AB] şi LAC] (fig. 262). Segmentul [DE] este olinie mijlocie. Conform 
figurii, putem scrie [AD]= [DB] şi [AE]= [EC]. 

Teooremă (asupra liniei mijlocii într-un triunghi). Într-un 
triunghi segmentul care uneşte mijloacele a două laturi (linia mijlocie) 
este paralel cu cea de-a treia latură şi are ca lungime jumătate din 
lungimea acesteia. 

Demonstrația. Fie ABC un 
triunghi şi [DE] linie mijlocie. 
Facem o „construcţie ajută- 
toare“. Pe dreapta DE luăm ) E 
un punct F astiel ca [DEJ= 
= [EF] (fig. 263) şi unim pe A 
cu Fşipe Deu C. 8 c 

n pe teulaveru ADCF Fig. 262 Fig. 263 
diagonalele [AC] și [DF] au 
proprietăţile: [A E] = LEC) (din ipoteză) și [DE) = [LEF] (din construo- 
Via făcută). 

Conform teoremei reciproce: „Dacă într-un patrulater convex 
diagonalele au același mijloc, atunci patrulaterul este un paralelo- 
gram“, rezultă că patrulaterul ADCF este paralelogram. Deci AD], 
|| FC şi (ADI=(FC]. Cum AD este una și aceeași dreaptă cu DB și 
[AD] [BD) (din ipoteză), putem serie DB|FC și (DBJ=(EC). 
Rezultă că patrulaterul DBCF-este la rindul său un paralelogram 
(conform teoremei reciproce: „Dacă într-un patrulater convex două 
laturi opuse sint congruente și paralele, atuncă patrulaterul este 
paralelogram“). 


Prin urmare, DE | BC (laturile opuse într-un paralelogram sint 
paralele) şi DE = BC (laturile opuse într-un paralelogram sint 
1 


2 


A 


congruente ([DF]= [BC], iar DE = 
(CICI PRI SN pac e A Mle 

Observaţie. Într-un triunghi există trei linii mijlocii. y 

Deoremă reciprocă. Într-un triunghi A BC, paralela prin mijlocul 
D allaturii [A B] la latura [ BC) conţine mijlocul £ al laturii [AC] şi avem 
DE =7 . BC. 

Demonstrația. Demonstrăm mai întii că [AEJ= [EC]. Folosim 
metoda „reducerii la absurd“. 

Presupunem că E nu ar fi mijlocul laturii [AC], adică [AE]E [EC]. 
În acest caz ar exista un alt punct, E” (fig. 264), care să fie mijlocul 


- DF_ (din  construoţie)) 
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laturii [AC] ((4AE1]=[FE'C]). Atunci, ar însemna că segmentul [DE] 

ar fi linie mijloeie în triunghiul ABC şi conform teoremei directe 
asupra liniei mijlocii într-un triunghi, ar însemna că DE'| BC. 

Dar cum din ipoteză ştim că DE| BC, ar însemna că prin punc- 

tul D ar exista două paralele (DE şi DE”) la dreapta BC. Acest rezultat 

A la care am ajuns contrazice axioma lui Euclid 

(axioma paralelelor), deci este absurd. Absurdi- 

tatea se datorește presupunerii făcute, că nu 


2, E punctul E este mijlocul laturii AC, ci punctul E” 
ar fi acest mijloc. Presupunerea făcută este deci 
falsă. 


Fig. 264 Rezultă deci că [AE]= [EC]. 
Demonstrația părţii a doua a concluziei (DE =2 . Bc) este 


imediată, deoarece [DE] este linie mijlocie în A ABC şi, conform teo- 
remei directe asupra liniei mijlocii într-un triunghi, linia mijlocie 
are ca lungime jumătate din lungimea laturii cu care este paralelă. 


Deci DE =7 - BC (q.e.d.). 


Aplicaţie 
Cu cunoștințele dobindite asupra paralelogramului și cele despre 
linia mijlocie în triunghi, putem demonstra următoarea teoremă: 


Dacă într-un triunghi două mediane sînt congruente, atunci 
triunghiul este isoscel. 


Ipoteza Concluzia 


A ABC, A ABC isoscel. 
D e (AB), [AD]=I(DBI, 
E E (AC), [AE]=LECI, 
LEBI= [DC]. 


Fig..265 


Demonstrația. Folosim o „construcţie ajutătoare“. Construim pa- 
ralela prin £ la DC şi notăm cu F punctul de intersecţie a acestei 
paralele cu dreapta BC (fig. 265). Deci EF|DC. 

Patrulaterul CFED este paralelogram, conform defii „ deoa- 
rece DE|CF ((DE] este linie mijlocie în triunghiul ABC) și EF| DC 
(prin construcţia efectuată). 

Rezultă că: (1) [DCI=[EFȚ (ca laturi opuse în păralelogram), 

(2) X F=X D, (ca unghiuri opuse în paralelogram). 
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Cum [EB]= [DC] (din ipoteză) şi [DC] ([EF] (s-a dovedit mai 
sus (1)), rezultă, prin „tranzitivitatea relaţiei de congruenţă“, că 
[EB]=[LEF] şi deci că triunghiul EBF este isoscel, iar de aici că: 

(3) 3 BX F (ca unghiuri de la baza triunghiului isoscel). 

Din (3) şi (2) deducem că (4) XB,.=XD, (tranzitivitatea 
relaţiei de congruenţă). 

Pe de altă parte, (5);X DX, (alterne interne DEJCEF, 
secanta fiind DC). 

Din (4) şi (5) rezultă că (6) X B.=XC, (tranzitivitatea rela: 
ţiei de congruenţă). 

Afirmăm că AEBC= A DCB (cazul 1— LUL), pentru că: 
LEB]= [DC] (din ipoteză), X BX C, (s-a arătat mai sus (6)), 
[BC] = [BC] (atură comună). 

În aceste triunghiuri congruente laturilor congruente [BE] și 
[CD] li se opun unghiuri congruente: X ECB= X DBC. Deci triun- 
ghiul ABC. este isoscel (q-e.d.). 

Observaţie. Această teoremă este reciprocă unei alte teoreme: 
Dacă un triunghi este isoscel, atunci medianele corespunzătoare 
laturilor congruente sînt congruente. 


Din cele două teoreme de mai sus (directa şi reciproca) rezultă că 
proprietatea: Într-un triunghi două mediane sînt congruente este o 
proprietate caracteristică triunghiurilor isoscele (în sensul că numai 
aceste triunghiuri o au). 


O 27. Exerciţii şi probleme 


1. În triunghiul ABC, M E (AB), N E (AC). Ştiind că: 
a) AM = 3cm, MB = 30mm, AN = 7em, NC =0,7 dm. Justificaţi de 
ce MN || BC. b) AB = 16 dm, AM = 80cm, AC = 24 dm, AN = 120 cm. Jus- 


tificaţi de ce MN — E Bc. 


2. În triunghiul ABC punctele M, N, P sint respectiv mijloacele laturilor 
[A BI, [BC], [CA]. Calculaţi, pentru fiecare caz în parte, lungimile laturilor: 

a) triunghiului MNP, dâcă AB — 68 mm, BC — 76 mm, CA = 102 mm. 

b) triunghiului ABC, dacă MN = 29 mm, NP = 25 mm, MP = 24 mm. * 

Ce legătură există între perimetrele triunghiurilor ABC şi MN P? 

3. Fie ABC un triunghi şi [EF]o „linie mijlocie“ în acest triunghi (E € (AB), 
F E(4C)). Calculaţi lungimile segmentelor: a) LA B]şi [AC], dacă A £ = 4 cm şi FC = 
= 7 cm;b)[ABIşi LAC], dacă EB = 7 cm şi AF = 2 cm; c) [A EJşi [AC], dacă AB = 
= 13 cm şi FC = 4,3 cm; d) [FC] şi [AB], dacă AC = 12,4 dm şi AF = 42 dm. 

4. Punctele M şi N sint mijloacele a două laturi ale triunghiului echilateral 
ABC. Să se calculeze perimetrul triunghiului ABC ştiind că: a) MN = 4 cm; 
b) MN = 0,7 dm. 
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5. Triunghiul ABC este isoscel (LA B] E[AC]), iar [CD] şi [BE] sint mediane 
ale acestui triunghi (DE(AB), EE (AC)). Să se calculeze perimetrul triunghiului 
ABC, dacă: 
a) DE=2cm şi AB=2: BC; b) DE 
6. În triunghiul MNP,(MN] =(M PI 


5cm şi AC=3- BC. 


7. Fie [EF] „linie mijlocie“ în triunghiul ABC (E € (A B)).Calculaţi lungimile 
laturilor [BC] şi [CA], pentru fiecare caz în parte, dacă: a) AB = 6 em, EF = 3,5 cm 
şi perimetrul triunghiului ABC de 22 cm; b) AB = 7,8 cm, EF = 2,3 cm şi peri- 
metrul triunghiului ABC de 23 cm; c) AB = Bem, EF = 4 em şi. perimetrul 
triunghiului ABC de 23 cm; d) AB = 10cm, EF = 5cm şi perimetrul triun- 
ghiului ABC de 30 cm. 


8. Perimetrul unui triunghi isoscel este de 23 cm. Să se calculeze lungimile 
liniilor” mijlocii dacă: a) AB + AC = 18cm; b) AB + BC = 14 cm. Problema 
admite mai multe soluţii? 


5. În triunghiul ABC se ştie că EF | BC (E E (AB), F E (4C)). În urmă- 
toarele situaţii, justificaţi de ce AF = FC: a) AF = 3 cm; AB = 6 cm; b) AF 
04 dm, EB = 400 mm; c) AB = 18cm, EB = 9 mm; d) FC = 7 cm, AC 
= 1 em. 


10. Fie B' şi C' mijloacele laturilor [AC]. respectiv [AB] ale unui triunghi 
A Bu, Să se demonstreze că mijloacele înălțimii, bisectoarei și medianei din virtul A 
aparţin dreptei BC”. 

11. În triunghiul A BC se ştie că [AN], LE P] şi CM] sint mediane (M € (AB), 
N E (80), PE (CA)). Să se demonstreze că: a) Triunghiurile AMP, MBN, PNE 
au unghiurile Gongruente cu cele ale triunghiului ABC. b) Triunghiurile NV PM 
și ABC au unghiurile respectiv congruerite, (Triunghiul N PM se numeşte triunghi 
median sau triunghi complementar triunghiului ABC, deoarece M, N, P sint „pi- 
cioarelet medianelor Iriunghiului ABC.) 


12. Acelaşi enunţ ca la problema precedentă. Să se demonstreze că: a) Patru- 
laterul AMN P este paralelogram. Indicaţi incă două paralelograme de acest fel 
(determinate de „picioarele“ medianelor M, N, P şi virturile A, B,C). b) Linia 
mijlocie [M P] împarte mediana | AV] în două părţi congruente şi, invers, mediana 
LAN] imparte linia mijlocie [ M P] în două părţi congruente. 

13. Să se demonstreze că mijloacele laturilor unui patrulater sint virturile 
unui paralelogram. 


„14, Să se demonstreze că segmentele care au extremităţile in mijloacele la- 
turilor opuse ale unui patrulater se intersectează în părţi congruente. 
15. Să se demonstreze că punctul de intersecţie a diagonalelor unui para- 
lelogram aparţine dreptei determinată de mijloacele a două laturi opuse ale para- 
lelogramului. 


16. În triunghiul ABC punctele D şi £ sint mijloacele laturilor [AB], res- 
pectiv [BC]. Dacă G este punctul de intersecţie a dreptelor AF şi CD, demonstraţi 
că 2- DG = GC şi 2: EG = GA. 


17. Să se demonstreze că dreapta determinată de virtul A al unui triunghi 
ABC şi mijlocul medianei din B intersectează latura [BC] într-un punct E, astiel 


ca BE = Be. 
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43. PARALELOGRAME PARTICULARE 


| 43.1. DREPTUNGHIUL!! 


Detiniţie. Se numește dreptunghi un paralelogram care are 
un unghi drept. 

Un dreptunghi se desenează ca cel din figura 266. Faptul că 
ABCD este un dreptunghi poate fi scris, spre exemplu, astfel: AB || 
IDC, ADIIBC, m(X 8) = 900. 

Dreptunghiul fiind un paralelogram, proprietăţile paralelogra- 
mului (teoremele directe) sint adevărate şi în cazul dreptunghiului. 
Le vom enunţa de fapt le repetăm) fără a le mai demonstra (deoarece 
au fost demonstrate la studiul paralelogramului). Deci: 


1) Într-un dreptunghi laturile opuse sint A D 
congruente. 

2) Într-un dreptunghi unghiurile opuse 
sînt congruente. BD e 

3) Într-un dreptunghi două unghiuri con- 
secutive sînt suplementare. 

4) Într-un dreptunghi diagonalele au același mijloc. 

Fiind un paralelogram particular (care are o proprietate în plus: 
un unghi cu măsura de 90”) dreptunghiul, pe lingă proprietăţile para- 


" lelogramului, are și alte, proprietăţi (care sint numai ale dreptunghiu- 
lui). Deci: 


Fig. 266 


Meoremă. Dreptunghiul are toate unghiurile congruente şi 

deci toate sînt unghiuri drepte (consecinţă a definiţiei dreptunghiului). 

(Această teoremă mai poate fi enunțată astfel: Dacă un patru- 

later convex este dreptunghi, atunci toate unghiurile lui sînt con- 

| gruente şi deci toate sînt unghiuri drepte.) 
| 
j 


Demonstrația. Vom folosi figura 266. Fiind paralelogram, dreptun- 
ghiul are unghiurile opuse congruente: X BX D, (m(X B = 
= m(% D) = 90%), dar şi douăunghiuri consecutive suplementare: 

m( A) + m(- B) — 180%, ceea ce implică: m(3 A) — 90. Cum 
m(3 0) = m(3€ A) — ca unghiuri opuse, rezultă că şi m(3 C) = 900. 

Aşadar, m(% A) = m(X 8) m(% €) m(3 D) = 90" (q.e.d.) 


"Weoremă reciprocă. Dacă un patrulater are toate unghiurile 
congruente şi deci sînt drepte, atunci el este dreptunghi. 


Demonstrația. Vom folosi tot figura 266. Este suficient să de- 
monstrăm că patrulaterul ABCD este paralelogram, deoarece, avind 
un unghi drept (din ipoteză), el va fi dreptunghi. 

1) Denumirea „dreptunghi“ a fost introdusă în terminologia matematică 


românească, în anul 1814, de omul de cultură Gheorghe A. Asachi (1788—1869), 
întemeietorul invățămintului în Moldova. - 
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Considerăm dreptele AD şi BC intersectate de secanta AB. Din 
ipoteză: m(X A) = m(X 8) = 90%, deci m(X A) + m(X B)=— 180. 
Rezultă că unghiurile DAP şi ABC, care sînt unghiuri interne şi de 
aceeaşi parte a secantei AB, sint suplementare, deci AD|BC. 

Analog se demonstrează că AB|DC. 

Așadar, patrulaterul ABCD este paralelogram. Avind un unghi 
drept (ipoteză), patrulaterul este dreptunghi (q.e.d.). 

Proprietatea descrisă de teorema reciprocă este o proprietate 
caracteristică dreptunghiurilor. 

O altă proprietate a dreptunghiului este dată de următoarea: 


Teoremă. Diagonalele unui dreptunghi sînt congruente. 


Demonstrajia. În dreptunghiul A BCD din figura 267, considerind 
triunghiurile ABC și BAD, avem: [BC]=[AD) (ca laturi opuse 
în paralelogramul ABCD), X ABC BAD 


D 
A (m( ABC) = m(2 BAD) = 905, din ipoteză 
şi consecinţa definiţiei dreptunghiului), [AB]= 
= [BA] (latură comună). 


îi pi 2 0237 di Fiind dreptunghice şi avind catetele res- 

E, pectiv congruente, cele două triunghiuri drept- 
unghice sint congruente. De aici rezultă şi congurenţa ipotenu- 
zelor [AC]=([B8D) (q-e.d.). 


'Peoremă reciprocă. Dacă diagonalele unui paralelogram sînt 
congruente, atunci paralelogramul este dreptunghi. 


Demonstrația. Fie paralelogramul ABCD cu diagonalele con- 
gruente ([BD]=[AC]) din figura 268. Considerind triunghiurile 
zi o D şi BAC, avem: [AB] = [BA] (latură 

comună); [8BD]=[AC] (ipoteză), [AD] = [BC] 
(ca laturi opuse în paralelogramul ABCD). , 
__ Conform cazului 3 de congruenţă a triun- 
8 FETEI Cc ghiurilor oarecare (LLL), A ABD = A BAC. 
= În aceste triunghiuri congruente, laturilor 
ongruente [40] şi [AC] li se opun unghiuri congruente: X BAD= 
BC. 


e 


Dar aceste două unghiuri sint unghiuri ale paralelogramului de 
aceeași parte a secantei AB, adică sint unghiuri suplementare; deci 
m(X BAD) = m(X ABC) = 90. 

Aşadar, paralelogramul ABCD, avind un unghi drept, este 
dreptunghi (q.e.d.). 

Proprietatea descrisă de această teoremă reciprocă este o pro- 
prietate caracteristică dreptung hiurilor: 

Cu ajutorul teoremelor directe sau reciproce am enunțat proprie- 
tăţile dreptunghiului. Le recapitulăm, formulindu-le astfel: 
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Teoremă. În orice dreptunghi toate unghiurile sînt congruente 
şi deci sînt unghiuri drepte şi — reciproc — orice pairulater convex în 
care toate unghiurile sînt congruente şi deci sîut unghiuri drepte este 
dreptunghi. 


Teoremă. În orice dreptunghi diagonalele sînt congruente 
şi — reciproc — orice paralelogram cu diagonalele congruente este 
dreptunghi. 


Dreptunghiul admite două axe de simetrie şi anume: mediatoa- 
rele laturilor lui. În figura 269 axele de simetrie ale dreptunghiului 
A BCD sint dreptele MW şi PO (M — mijlocul lui [AB], N — mijlocul 
lui [CD], P — mijlocul lui [AD], Q — mijlocul lui (BC). 

Se observă că axele de simetrie ale dreptunghiului sint perpen- 
diculare între ele, sint paralele cu laturile dreptunghiului şi conţin 
punctul de intersecţie a diagonalelor lui. șI 

Dacă E este un punct ce aparţine figurii, 
simetricul lui faţă de axa de simetrie MW 
(punctul E") aparţine, de asemenea, figurii; 
tot aşa simetricul lui E faţă de axa de sime- 
trie PO (punctul E”) aparţine, de asemenea, 
figurii. 


Fig. 269 


Construcţia dreptung hiului 


Putem desena un dreptunghi astfel: 

a) Desenăm un triunghi dreptunghic (virturile lui vor fi trei 
dintre virturile unui dreptunghi) şi apoi, prin virturile unghiurilor 
ascuţite, desenăm paralelele la catetele triunghiului. Intersecţia para- 
lelelor reprezintă cel de-al patrulea virf al dreptunghiului. 

b) Desenăm două segmente congruente care să aibă același mijloc. 

Capetele (extremităţile) celde două segmente sînt virturile unui 
dreptunghi. 
, ec) Desenăm două drepte paralele şi apoi desenăm o perpendicu- 
lară pe una dintre aceste drepte. Această perpendiculară, împreună 
cu o altă dreaptă paralelă cu ea, determină la intersecțiile cu primele 
două drepte, virturile unui dreptunghi. 


e 28. Exerciţii 


1. În dreptunghiul ABCD, notăm AC N BD = (0). Să se calculeze: 

a) perimetrul dreptunghiului, dacă: AB = 2,5 cm şi BO =— 0,2 dm; b) AC + 
+ BD, dacă A0 = 7,5em; e) m(X ADC) + m(ă DCB). 

2. Justificaţi de ce, în următoarele cazuri, patrulaterul convex MW PQ 
(2 N QN = ţ0)) este dreptunshi. 

a) MN |JOPşi NP || MQ şi m(3 M) = 90%; b) MN =0P= 3cm şi NP = 
= MO = &em_şi m(X P) = 90 €) MIN și m) =m(XP); 
d) Ac OUN = X NPO şi MO NP şi m(Ă MP) = 90: e) NN =0P — bem 
şi ÎN JOP și ra 0) = 90%; 1) MO = OP = 3ctm şi ON = 00 = 30 mm. 
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43.2. ROMBULI) 


Detiniţie. Se numeşte romb un paralelogram care are două 
laturi consecutive eongruente. 


Un romb se desenează ca cel din figura 270. Faptul că ABCD 
este un romb poate fi scris, spre exemplu, astfel: AB || DC, AD|| BC, 
[AB]= (8C]. 

Obișnuim șă numim diagonalele rombului: diagonala mare şi 
diagonala mică. j 

Lungimea segmentului perpendicularei comune a două laturi 
opuse se numește înălțimea rombului (fig. 271). 

Z, D Rombul fiind un parale- 


5 2 logram, proprietăţile parale- 
y logramului (teoremele directe) 
sint adevărate şi în cazul rom- 

8 IE Li Z (ră 


bului. Le vom enunţa, fără a 
Fig. 270 Fig. 271 le mai demonstra: 


1) Într-un romb laturile opuse sint congruente. 

2) Într-un romb unghiurile opuse sint congruente. 

3) Într-un romb două unghiuri consecutive sînt suplementare. 
4) Într-un romb diagonalele au același mijloc. 


Fiind un paralelogram particular (care are o proprietate în plus: 
două laturi consecutive congruente) rombul, pe lingă proprietăţile 
erai Osana are și alte proprietăţi (care sînt numai ale rombului). 

eci: 

Peoremă. Toate laturile rombului sînt congruente (consecință 
a definiţiei rombului). 

(Această teoremă mai poate fi enunțată astfel: Dacă un patrulater 
convex este un romb, atunci toate laturile lui sînt congruente.) 

Demonstrația. În rombul din figura 270 avem: [AB]=(BC] 
(ipoteză), 

[aa 521) (ca laturi opuse în romb). 

Rezultă că [AB]=([(8C]=[CD]=([DA] (folosind tranzitivita- 
tea relaţiei de congruenţă) (q-e.d.). 

'Teoremă reciprocă. Dacă un patrulater convex ars toate laturile 
congruente, atunci el este romb. 

Demonstrația. Este suficient să demonstrăm că patrulaterul A BCD 
(fig. 272) este paralelogram, deoarece, avind două laturi consecutive 
congruente (din ipoteză), el va fi romb. 


» Cuvintul „romb“ vine din limba greacă: rhombos = sfirlează. 
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Diagonala [AC] determină în patrulaterul 


f ra E 4 
dat triunghiurile, A BC şi CDA, care sînt con- z 
gruente — cazul 3 (LLL) — pentru că: 
[AB IP] (ipoteză), 8 (0 


[DA] 

[LAC] = [CA] (latură comună). Fig. 272 

În triunghiurile congruente ABC și CDA avem: X ABC= 
= 3% CDA (1). 3 

Diagonala [BD] determină triunghiurile BAD şi DCB, care sint, 
de asemenea, congruente — cazul 3 (LLL)— pentru câ: 

ri ri (ipoteză), |BD] = [DB] (latură comună). 

În triunghiurile congruente BAD şi DCB avem: * BAD = 
= X DCB (2). 

Relaţiile (1) şi (2) exprimă că în patrulaterul ABCD unghiurile 
opuse sînt congruente, deci el este paralelogram. Avind două laturi 
consecutive congruente (ipoteză) acest paralelogram este romb (q.e.d.). 

Proprietatea descrisă de teorema reciprocă este o proprietate 
caracteristică romburilor. 


Alte. proprietăţi ale rombului 
Teoremă. Într-un romb diagonalele sînt perpendiculare între 
ele și sînt bisectoarele unghiurilor lui. 
Teorema descrie două proprietăţi şi anume: 
1) diagonalele sînt perpendiculare între ele; 
2) diagonalele sint NIZ oara unghiurilor lui. - 
Demonstrația. În rombul AfCD din figura 273, fie 
ACN BD = 40). Triunghiul ABD este isoscel ([4B]= 8 p 
= [AD] — ipoteză), iar punctul O este mijlocul lui[ BD] 
(diagonalele paralelogramului au același mijloc). Deci 
[AO], mediana corespunzătoare bazei triunghiului este 


înălțime (AOL BD) şi bisectoare (X A, =X 43). c 
Asemănător se demonstrează că în triunghiul CBD 
segmentul [CO] este mediană, înălțime şi bisectoare. Fig; 273 


Așadar, AC | BD şi diagonala [AC] este bisectoarea unghiurilor 
BAD și BCD. 

În triunghiul isoscel BAC, mediana [B0) este bisectoarea unghiu- 
lui ABC (demonstraţia este asemănătoare cu precedenta). Reţinem 
deci: X BX B. 

Considerind și triunghiul visoscel ADC, mediana [DO] este bisec- 
toarea unghiului ADC (4 DX D,). 

Așadar, diagonala [BD] este bisectoarea unghiurilor ABC și 
ADC (q.e-d.). 


Teorema precedentă are două reciproce. 
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"Teorema retiprocă 1. Dacă un paralelogram are sădise nolula per- 
pendiculare, atunci el este romb. 


Demonstrația. Îm parălelogramul ABCD din figura 274, fie 
ACN BD = 40). Triunghiurile AOB şi AOD sînt dreptunghice 
A (40 L BD ipoteză). Aceste două triunghiuri sînt con- 


gruente avind catetele respectiv congruente: [AO] 
AS = [AO] (caţetă comună) şi [80] = [0D] (într-un para- 
B h p  lelogram diagonalele au același mijloc). 
f. Dii congruenţa triunghiurilor AOB şi AOD re- 
4p zultă [AB] [AD]. Cum [AB] și [AD] sînt laturi con- 


hi secutive ale paralelogramului ABCD rezultă că el 
Fig. 274 este romb (q.e.d.). 


Teorema reciprocă 2, Dacă într-un paralelogram o diagonală 
este bisectoarea unui unghi, atunci paralelogramul este romb. 


Demonstrajia. În paralelogramul ABCD (fig. 275) avem: 

(1) X BAC=X DAC (ipoteză), (2) X DAC=X BCA (alterne 
interne formate de dreptele. paralele AD şi BC — ipoteză — cu se- 
canta AC). 

Din (1) şi (2) deducem că: (3) X BAC =X BCA (tranzitivitatea 
relaţiei de congruenţă). 

Triunghiul ABC este deci isoscel şi [AB]= [BC]. Cum laturile 

[AB] și [BC] sint laturi consecutive ale paralelo- 
gramului, rezultă că acesta este romb (q-e. d.). 


A 
Proprietăţile descrise de teoremele reciproce de 
J mai sus sint proprietăţi caracteristice romburilor. 
Cu ERA teoremelor directe sau reciproce am 
[] D enunțat proprietăţile rombului. Le recapitulăm, for- 


mulindu-le astfel: 

Meoremă. În orice romb toate laturile sînt; con- 
gruente şi — reciproc — orice patrulater eu toate 
laturile congruente este romb. 

Teoremă. În orice romb diagonalele sînt per- 
pendiculare și — reciproc — orice paralelogram cu dia- 
gonalele perpendiculare este romb. , 


'Teoremă. În orice romb „diagonalele sînt bisee- 
toarele unghiurilor şi — reciproc — orice paralelo- 
gram în care o diagonală este şi bisectoarea unui unghi 
este romb. 

Rombul admite două axe de simetrie şi anume: 
dreptele care includ diagonalele rombului. Ca şi la 
dreptunghi, axele de simetrie ale rombului sint per- 
Fig. 276 pendiculare între ele. 
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Fie rombul ABCD (fig. 276) şi dreptele BD și AC axele lui de 
simetrie. Dacă E este un punct ce aparţine figurii, simetricul lui față 
de axa de simetrie BD (punctul E') aparţine, de asemenea, figurii; 
tot așa simetricul lui E faţă de axa de simetrie AC (punctul E”), 
aparţine, de asemenea, figurii. 


Construcţia rombului 

Putem desena un romb astfel: 

a) Desenăm un unghi a cărui măsură să fie diferită de 90%. Pe 
fiecare din laturile acestui unghi fixăm cite un punct care, inpreună 
cu virtul unghiului, să determine segmente congruente (cele două 
puncte și virful unghiului vor fi trei dintre virfurile unui romb). 
Prin cele două puncte alese desenăm paralelele la laturile unghiului. 
Intersecţia paralelelor reprezintă cel de-al patrulea virt al rombului. 

b) Desenăm două drepte perpendiculare. Fixăm pe prima dreaptă 
două puncte simetrice faţă de a doua dreaptă. La fel, pe dreapta a 
doua fixuin două puncte simetrice faţă de prima dreaptă, astfel încît 
segmentele formate pe prima dreaptă să nu fie congruente cu cele de 
pe dreapta a doua. Cele patru puncte astfel „fixate“ sint virfurile 
unui romb. 

c) Desenăm un triunghi isoscel (viriurile lui vor fi trei dintre 
virturile unui romb). Apoi desenăm simetricul virtului triunghiului 
față de bază. Acesta va fi cel de-al patrulea virt al rombului. 


Q 29. Exerciţii 


1. În rombul ABCD notăm AC N BD = ţ0). Să se calculeze 
a) Perimetrul rombului, dacă: 1) AB =0,02m, 2) CD =0,008 hm; 
-D) (304 B), dacă m(3e A BO) = 205; c) m(3E ABC) dacă m(3Z04B) = 40; 
AOD); e) m(35 COD); 1) lungimea diagonalei LAC), dacă m(7 A BC) = 60% 
2 cm; g) lungimea diagonalei [DB], dacă m(37 DEO) = 30% și DC = 4 cm. 
ustificaţi de ce, în următoarele cazuri, patrulaterul MW PO (MP NON = 


3 em; b) MN OP şi NP || MO 
(32 ANO) = mic ON P) = 15%; 
90%; 5) MO = 0P 1 cm şi NO = 


) 
=0 
MQ LON. 

43.3. PĂTRATULUI 


Definiţie. Se numește pătrat un dreptunghi care ave două 
laturi consecutive congruente. 

Un pătrat se desenează ca cel din figura 277. Faptul că ABCD 
este un pătrat poate fi scris, spre exemplu, astfel: 48| Dc, AD| BC, 
m(X A) = 900 și [ABIE[AD]. 

1) Cuvintul „pătrat“ este format din numeralul patru. Denumirea pătrat a 
fost introdusă în terminologia matematică românească, în anul 1821, de către 
cărturarul iluminist român Gheorghe Lazăr (1779—1823), fondatorul învăţămin- 
tului în limba naţională în Țara Românească (Muntenia). 
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2 [2 Avînd două laturi consecutive congruente și 
fiind un dreptunghi, deci un paralelogram, pătratul 
poate fi considerat şi un „romb particular“, anume: 
un romb care are un unghi drept. 
Zi fă Pătratul, fiind dreptunghi şi romb, are toate 
Fig. 277 proprietăţile dreptunghiului și toate proprietăţile 
- rombului (teoremele directe). Vom enunţa aceste 
proprietăţi, fără a le mai demonstra (deoarece au fost demonstrate 
anterior). Deci: 

1) Într-un pătrat toate laturile sint congruente (romb). 

2) Într-un pătrat toate unghiurile sînt congruente și deci sînt; 
ungiuri drepte (dreptunghi). 

3) Într-un pătrat diagonalele au același mijloc (paralelogram). 

4) Într-un pătrat diagonalele sint congruente (dreptunghi). 

5) Într-un pătrat diagonalele sint perpendicu- 
lare între ele (romb). 

6) Într-un pătrat diagonalele sint bisectoarele 
unghiurilor lui (romb). 

Pătratul admite patru axe de simetrie și anume: 
două sint mediatoarele laturilor lui (ca la drept- 
unghi) şi două sint dreptele care includ diagonalele 

Fig. 278 lui (ca la romb). 

Fie pătratul ABCD (fig. 278) şi dreptele MW, PQ, AC și BD 
axele lui de simetrie. Dacă E este un punct ce aparţine figurii, sime- 
trice lui faţă de cele patru axe de simetrie (punctele £,, E, Es, Ea) 
aparţin, de asemenea, figurii. 


Construcţia pătratului 


Putem desena un pătrat astfel: . 

a) Desenăm un unghi drept şi pe laturile lui luăm două segmente 
congruente, ambele avind unul dintre capete în virtul unghiului 
(extremităţile segmentelor vor îi trei dintre virfurile unui pătrat). 
Prin capetele segmentelor, diferite de virful unghiului, desenăm para- 
lelele la laturile unghiului. Intersecţia paralelelor constituie cel de-al 
patrulea virt al pătratului. 

b) Desenăm două drepte perpendiculare. Cu centrul în punctul 
de ihtersecţie a celor două perpendiculare, desenăm un cere. Inter- 
secţiile cercului cu cele două drepte perpendiculare vor fi cele patru 
virfuri ale unui pătrat. 

ce) Desenăm un triunghi dreptunghic isoscel (virfurile lui vor 
fi trei dintre virturile unui pătrat). Apoi desenăm simetricul virfului 
unghiului drept faţă de ipotenuză. Acesta va fi cel de-al patrulea virf 
al pătratului. 
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e 30. Exercişi 


1. În pătratul ABCD, notăm AC N BD = (0). Să se calculeze: 
a) picat) pătratului dacă: 1) AB = 2,4 cm; 2) CD = 36 mm; b) lun- 
gimea diagonalei [A GL piaina, că BO = 0,7 dm; c) mr 048); d) m(3COB);. 
5 m(X0AB) + m(X0DC); 1) m ODA) + m(3 O 
- ji Ianilicaţii de ce, in următoarele cazuri, rit) "MN PO (MPNQN = 
este pătra 
) MN IQ2, DE 030 m(32 M) = 90" şi MN = NP=3cm: b) MN= 


= pps OM =3 em şi OM LMN; a), M = ON = 0P = 00 = 
=1cm şi MPLINO; “a MN = NP = PO =2cm şi [MPISLĂQI; 
5 So 30 MN 23 ON = Pin po 

. 

ceda 


Dacă notăm cu P; mulțimea tuturor patrulaterelor, cu P, mul- 
țimea tuturor paralelogramelor, cu P, mulţimea tuturor dreptun- 
ghiurilor, cu P, mulţimea tuturor romburilor şi cu Ps; mulţimea tutu- 
ror pătratelor, putem reprezenta în două desene (fig. 279) următoa- 
rele incluziuni: 


P.cPcP,ch,;; P cP.cPcP. 


E 
= 


Fig. 279 


Vom înțelege că oricare ar fi pătratul P;, el este și dreptunghi 
P, şi paralelogram P, și, evident, este patrulater P;. Oricare ar fi 
dreptunghiul P4, el este și paralelogram P, şi, evident, este patru- 
later P, (primul desen). De asemenea, oricare ar fi pătratul P,, el este 
și romb P etc. Oricare ar fi rombul P,, el este și paralelogram P, 
etc (al dotlea desen). 

Vom mai înţelege și faptul că oricare ar fi proprietatea parale- 
logramului P,, ea este şi proprietate a dreptunghiului P,, dar că 
acesta din urmă are și alte proprietăţi pe care nu le are paralelogra- 
mul. Că oricare ar fi proprietatea dreptunghiului P4, ea este şi pro- 
prietate a pătratului Pg, dar că pătratul are şi alte proprietăţi pe care 
nu le are dreptunghiul. 


Problemă rezolvată (teoremă). Într-un triunghi. drept- 
unghie, mediana corespunzătoare ipotenuzei are lungimea egală cu 
jumătate din lungimea ipotenuzei. 
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Rezolvarea. Fie A BC un triunghi dreptunghic (AB.L AC) şi O mijlo- 
cul ipotenuzei (fig. 280). Ne propunem să demonstrăm că A0 — su BC. 
4 Paralelele prin B şi C la catetele triunghiului 


dreptunghic se intersectează în M. Patrulaterul 
ABMC, avind laturile opuse paralele şi un unghi 


a ——ye drept, este dreptunghi. În acest dreptunghi, [BC] 


2 este diagonală şi O mijlocul ei. Cum într-un drep- 
tunghi diagonalele au același mijloc şi sint congru- 


a aa > ente, rezultă că 40 = BC (q-e.d.). 


Heciproc, dacă într-un triunghi o mediană are lungimea cît jumă- 
tatea lungimii laturii care-i corespunde, atunci triunghiul este drept- 
unghie. 

Pentru a demonstra reciproca, vom folosi aceeaşi figură 280. 
În triunghiul ABC se cunoaște că O este mijlocul laturii [80] şi că 


tele I.BC; se cere să se demonstreze că AB_L AC. 


Pe dreapta ce include mediana luăm un punct M astfel că [40]= 
= 10M]. Se formează un patrulater ABMC în care diagonalele au 
acelaşi mijloc și sint congruente. Acest patrulater este un dreptunghi 
și deci AB_ AC (q.e.d.) 


e 31. Probleme 


1. Cercetinu uagramele din figura 279 şi folosind semnificaţia notaţiilor 
mulțimilor Pa, Pa Po, Ps, Ps stabiliţi care din următoarele propoziţii sint. ade- 
vărate şi care sint false: 

a) orice romb este patrulater; 

b) orice romb este dreptunghi; 

c) orice romb este pătrat; 

d) orice dreptunghi este pătrat; 

e) orice paralelogram este romb; 

î) orice paralelogram este pătrat; 

&) orice dreptunghi este paralelogram 

2. Să se deseneze un dreptunghi ABCD, avind AB = 4 cm şi AC =Gcm. 

3. Să se deseneze un dreptunghi ABC, ştiind că diagonala AC = 6 cm 
şi m CAB) = 20. 

4. Să se deseneze un dreptunghi cu diagonala în lungime de 64 mm și unghiul 
dintre diagonale cu măsura de 60. Ă 

Să se deseneze un dreptunghi cu o latură cu lungimea de 6 cm, iar un- 
ghiul dintre această latură şi diagonala alăturată cu măsura de 30%. 

5, Să se deseneze un dreptunghi, cunoscind că lungimea unei laturi este de 
5 cm şi unghiul dintre diagonale are măsura de 30%. 

7. Să se deseneze un romb cu lungimea laturii de 5 cm și lungimea diagonalei 
mari de 8 cm. 

8. Să se deseneze un romb, avind diagonalele cu lungimile de 5 cm şi 6 cm. 


9. Să se deseneze un romb, avind lungimea laturii de 6 cm şi măsura unui 
unghi de 60%. 
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10. Să se deseneze un pătrat cu lungimea diagonalei de 6 cm. 

11. Se unesc, unul după altul, mijloacelesiaturilor unui romb. Să se dente că. 
patrulaterul format este dreptunghi. 

12. Se unesc mijloacele laturilor unui dreptunghi. Să se arate că pateu- 
laterul format este romb. 

13. Să se arate că picioarele perpendicularelor din punctul de intersecţie 
a diagonalelor unui romb pe laturile rombului sint virturile unui dreptunghi, 

14. Să se arate că picioarele perpendicularelor din virturile unui dreptunghi 
pe diagonale sint virturile unui dreptunghi. 

15. Să se arate că intersecțiile bisectoarelor unghiurilor unui paralelogram 
sint virfurile unui dreptunghi. 

16. Se dă un pătrat MNPQ (MN ||QP). Pe dreapta MP se ia, în exterio- 
rul pătratului, un punct £ astfel ca [ PE] MN]. Să se calculeze măsurile unghiu- 
vilor triunghiului MWE. 

17. Pe diagonala [AC] a pătratului ABCD se fixează un punct M, între 
A şi C, astfel ca [AM AB]. Să se calculeze măsurile unghiurilor triunghiu- 
Imi RE 


"mburile ABCD şi ADEF sint diferite şi au pe [AD] latură comună 
(fig. 254). Să se arate că punetele 5, D, F nu pot fi colineare. 
19. Un romb ABCD are m(X D) = 135 şi latura [AD] comună cu pătratul 
ADEF, construit în exteriorul lui, ca în figura 282. Să se demonstreze că triunghiul 
ACE este isoscel. 
20. Pe laturile rombului ABCD se construiesc, in afara lui, pătratele ABEF 
„și ADGH (lie. 283). Să se demonstreze că Fie cole ABC şi AHF sint congru- 
ente! 


Ra 


e 
Fig. 261 Fig. 262 Fig. 283 


£ 


21. Romburile ABCD, CBFE şi CEGD au, două cite două, o latură comună 
(fig. 284). Pe-dreapta AH, paralelă cu DG, se ia [AH] pci (HI şi G de aceeaşi 
parte a dreptei AD). Să se demonstreze că [ 

22. În figura 285, AMNP și ABCD sint iz Să se demonstreze că 
[DP] şi că MB_U DP (in ambele cazuri). 


A 2 
Mm 
8 [i 
F E Li 


Fig. 204 


23. Pe laturile [AB] şi [BC] ale pătratului ABCD se iau punctele M, respec-: 
tiv N, astfel încit [4M] [BN] (fig. 286). Să se demonstreze că [AN] S(DM] 
şi ANL DU. 


A [aaa 7 
M 
id E 
8 N" 
Fig. 286 Fig. 287 Fie. 288 


24. Fie pătratul ABCD. Pe latura [AB] se ia punctul M și pe dreapta ce 
include latura (BC) se ia punctul £, în exteriorul pătratului, astfel ca [AM] [CE] 
(fig. 287). Să se demonstreze că triunghiul DM E este dreptunghic şi isoscel. 

25. În figura 288, ABCD este pătrat și DM triunghi echilateral. Să se 
calculeze măsurile unghiurilor Da, Day Mas Mas No Ne: 


44. SIMETRIA FAŢĂ DE UN PUNCT 

Fie un paralelogram ABCD şi O punctul de intersecţie a diago- 
nalelor sale. O dreaptă din planul paralelogramului căreia îi aparţine 
punctul O intersectează două laturi opuse ale paralelogramului, de 
exemplu, în M şi N sau în P și Q (fig. 289, a,b). 

Se demonstrează că punctul O este şi mijlocul segmentelor [MW] 
și [PQ]. În triunghiurile AOM şi CON (fig. 289, a) avem: 

XOAM = XOCN (alterne interne formate de dreptele paralele 

AB şi DC intersectate de secanta AC), 
[40] = [OC] (jumătăţi de diagonală în paralelogramul ABCD), 
XAUM = XCON (opuse la virf). 


A M [ză A 2 
A 
ep 
8 PFG, a (73 
a Fig. 289 o 


Putem afirma deci că A AOM = ACON (cazul 2 — ULU). În 
aceste triunghiuri congruente, unghiurilor congruente OAM şi OCN 
li se opun laturi congruente: [0M] = [OWN]. Deci punctul O este mijlo- 
cul segmentului [MW]. 

Analog se demonstrează că [0P]=[0Q] (din congruenţa triun- 
ghiurilor AOP şi COQ sau BOP şi DOQ, figura 289, b). 

Detiniţie. Să considerăm o figură geometrică plană (7 (0 
mulţime de puncte) şi un punct fix (din planul figurii (7), pe care să-l 
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notăm, de exemplu, cu 0. Dacă orice dreaptă determinată de un 
punct oarecare A al figurii geometrice considerate (A € (7) şi punctul 
O intersectează a doua oară figura într-un punct A”, astfel încît O 
să fie mijlocul segmentului [A A'], se spune că figura notată (7 are un 
centru de simetrie. Punctul O se numeşte centrul de simetrie. Punctul A' 
se zice că este simetricul lui A faţă de O şi, invers, punctul A este sime- 
tricul lui A” faţă de același centru de simetrie. 

Observăm că paralelogramul are un centru de simetrie și anume 
punctul de intersecţie a diagonalelor, pe care obișnuim să-l notăm 
cu 0. 

Se poate demonstra că, într-o figură geometrică cu un centru 
de simetrie, dacă punctelor M şi P le corespund — ca simetrice — 
punctele N şi respectiv Q, atunci [MP]= [NO]. De exemplu, în figura 
290, figura care admite centru de simetrie este paralelogramul ABCD 
cu O centrul de simetrie. Congruenţa [MP]=[NQ] rezultă din con- 
gruenţa triunghiurilor OMP şi ONQ, a cărei demonstrare o lăsăm pe 
seama cititorilor. 

Segmentele [MP] şi [NQ] din figura 290 sint simetrice faţă 
punctul O. 

Se spune că prin simetria faţă de un 


centru de simetrie distanţele se păstrează. 4 cl 
Evident, toate paralelogramele parti- L/ (OS 
culare au centru de simetrie și anume 2 


2 


punctul de intersecţie a diagonalelor, care 
obișnuit se numeşte centrul figurii. B 72 () 

Alte exemple de figuri care au centru Fig. 290 
de simetrie: = 

a) Un segment, pentru că segmentul are ca centru de simetrie 
mijlocul său. 

b) O dreaptă, pentru că dreapta are ca centru de simetrie orice 
punct al său. i 

e) Un cerc, pentru că cercul are ca centru de simetrie centrul 
cercului. 

d) Un punct poate fi considerat ca propriul său simetric în raport 
cu el însuși. 

Observaţie. La paralelogramele particulare (dreptunghiul, rom- 
bul, pătratul), figuri cu axe de simetrie care sint perpendiculare între 
ele, punctul de intersecţie a axelor de simetrie este centrul de simetrie 
al figurii. 

, 
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9 32. Probleme 


1, Fie triunghiul ABC și D piciorul medianei corespunzătoare laturii [BC). 
Să se deseneze simetricele_B' și C' ale punctelor E şi C, faţă de punctul A consi- 
derat centru de simetrie. Să se arate că punctul în care dreapta AD intersectează 
B'C' este piciorul unei mediane a triunghiului A B'C”. 

2. Se dă un triunghi ABC şi E simetricul lui A faţă de mijlocul laturii [ BC). 
Să se demonstreze că patrulaterul A BEC este un paralelogram. 

3. Se dau: segmentul [AB] şi Oy, Os două puncte distincte, care nu aparţin 
dreptei AB şi 0,0, AB. Fie [AB] și [AB] simetricele lui LA B] faţă de O,, res- 
pectiv Op. Să se siabilească natura patrulaterului AB, BaAa: 

4. Fie z0y un unghi propriu şi M un punct în interiorul lui. Să se deseneze 
un segment ale cărui extremităţi să aparţină semidreptelor [Oz, respectiv [0y, 
jar punctul M să fie mijlocul lui. (Indicaţie: se desenează simetrica uneia dintre 
laturile unghiului — de exemplu a lui [Oz faţă de M, considerat centru de simetrie.) 

5. Fie un triunghi ABC, o dreaptă d şi un punct fixat F (Feed). Să se dese- 
neze un segment ale cărui extremităţi să aparţină una dreptei d şi alta uneia dintre 
dreptele suport ale laturilor triunghiului A BC, iar M să fie mijlocul lui. Disouţie. 
(Aceeași indicație ca la problema precedentă.) 


45. TRAPEZULD 


Detiniţie. Se numeşte trapez un patrulater care are două 
laturi paralele şi celelalte două laturi neparalele. 


Îm figura 291 sint desenate două trapeze:: ABCD și MNPO. 
- Laturile paralele ale trapezului obişnuim să le numim bazele trap! 
zului şi anume baza mică (LAD], respectiv [MQ]) și baza mare (LB 
respectiv [NP]). 
Lungimea perpendicularei comune celor două baze se numeşte 
înălţimea trapezului (LA E] şi respectiv [QR] sînt înălțimile trapezelor 
din figura 291). î 


Fiicele IAS PA 
se 10 = a £ & 


Fig. 291 Fig. 292 


Dacă una din laturile neparalele este perpendiculară pe baze, 
atunci trapezul se numește trapez dreptunghic. În figura 291 trapezele 
AECD și MNRO sint trapeze dreptunghice. 

Dacă laturile neparalele sînt congruente, atunci trapezul se 
numește trapez isoscel. În figura 292 trapezul ABCD este isoscel 
(4AD|| BC și [ABI=(DC]). 


3) Cuvintul „trapez“ vine din limba greacă: trapezion. Denumirea de trapez 
a fost folosită pentru prima dată în sec. â î.e.n. 
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- Meoremă. Într-un trapez isoseel unghiurile alăturate 
baze sînt, congruente. . 4 


Demonstrația. Fie ABCD un trapez isoscel cu AD || BC şi[AB]= 
= [DC] (fig. 292). Vom folosi o „construcţie ajutătoare“. Desenăm, 
spre exemplu, paralela prin D la AB şi notăm cu E intersecţia acesteia 
cu baza mare [BC] (£ e (BOC) şi DEJAB). 

Patrulaterul ABED este paralelogram deoarece AD|BE (ipo- 
teză) şi DE || AB (construcţie). Rezultă că [DEJ [AB] (laturi opuse 
în paralelogram), dar [AB] [DC] (ipoteză), deci [DE] = [DC] (tran- 
zitivitatea relaţiei de congruenţă). 

Aşadar, triunghiul DEC este isoscel, deci XDCE= XDEC 
(unghiuri de la baza triunghiului isoscel). Dar XDEC = X ABC 
(eorespondente formate de dreptele paralele AB şi DE cu secanta 
BC). Rezultă că XDCE=X ABC (tranzitivitatea relaţiei de con- 
gruenţă). 

Am demonstrat că unghiurile de la baza mare sint congruente. 
Congruenţa unghiurilor de la baza mică (XBAD şi XCDA) rezultă 
din faptul că ele sint suplementeale unghiurilor de la baza mare 
(interne şi de aceeaşi parte a secantei). Se ştie că două unghiuri care 
au ca suplemente unghiuri congruente sint congruente. Deci XX BAD= 
=XCDA (a.e.d.). 


'Teoremiă reciprocă. Dacă într-un trapez unghiurile alăturate unei 
baze sînt congruente, atunci trapozul este isoscel. 


Demonstrația. Fie ABCD un trapez cu AD || BC şi X ABC = 
= XDCB (fig. 293). Vom folosi „construcţia ajutătoare“ precedentă 
"(DE || AB). Avem: XDEC=XABC (corespondente), XABC = 
= XDCB (ipoteză). 

Pe baza tranzitivităţii relaţiei de congruență deducem că 
XDEC=XDCE şi deci că triunghiul DEC este isoscel, adică 


[DE]=([DC] (1). Dar, patrulaterul ABED A (2) 
fiind paralelogram (AD BC — ipoteză și 

DE | AB — construcţie), laturile opuse sint 

congruente: [ABJ=IDE] (0) 


Din (2) şi (1) rezultă că [AB]=[DC] £ = is 

(q-e.d.) Fig. 293 
„Propunem, ca temă pentru acasă, demonstrarea acestei teoreme 

reciproce în cazul cînd se cunoaşte congruența unghiurilor de la baza 
mică. 

Proprietatea descrisă de teorema reciprocă şi, anume: trapezul 
isoscel are două unghiuri congruente este o proprietate caracteristică 
trapezelor isoscele. 


Teoremă. Dacă un trapez este isoscel, atunci diagonalele lui 
sînt congruente. 
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Demonstrația. Fie A BCD un trapez isoscel cu AD|| BC și [AB]= 
[DC], în care am desenat şi diagonalele [AC] şi [DB]. (fig. 294). 
Considerăm triunghiurile ABC şi DCB, 


4 2 în care: [AB]=(DC] (ipoteză), X ABC 
= X DCB (conform teoremei relative la un- 
ghiurile de la baza unui trapez isoscel), 

[ c [BC] 


PR [CB] (latură comună). 

Și Conform cazului 1 (LUL) de congru- 
enţă a 'triunghiurilor oarecare, A ABC = A DCB. În aceste triun- 
ghiuri congruente, unghiurilor congruente li se opun laturi congru- 
ente, deci [AC]=[D8] (q-e.d.). 


'Teoremă reciprocă. Dacă într-un trapez diagonalele sînt con- 
gruente, atunci trapezul este isoscel. 


Demonstrația. Fie ABCD un trapez cu AD||BC, în care [AC]= 
=(DB] (fig. 295). 

Vom folosi o „construcţie ajutătoare“ și anume: paralela din D 
la diagonala [AC] — de exemplu —, care intersectează dreapta BC 
în E. S-a obţinut astfel patrulaterul ACED, care este un paralelogram, 
avind laturile opuse paralele (pe de o parte bazele trapezului sint 
paralele, iar pe de altă parte DEAC — prin construcţie). Rezultă 
că [DE] = [AC] (laturile opuse într-un paralelogram sint congruente). 
Din ipoteză ştim că [AC]E(DB]. Pe baza proprietăţii de tranzitivi- 
tate a relaţiei de paralelism, deducem că [DE]=[DB) şi deci că tri- 
unghiul DBE este isoscel. De aici şi congruenţa %X DBC = X DEB (1). 


A 2 Dar, X DEB=XACB Q) (unghiuri 
corespondente formate de dreptele pa- 
& ralele DE şi AC cu secanta BE). Din (1) 

A e, şi (2) rezultă XDBC = X ACB (3). 


8 Considerăm triunghiurile ABC şi 
DCB care afirmăm că sint triunghiuri 
congruente, conform cazului 1 de congruenţă a triunghiurilor oare- 
care (LUL), pentru că: 

[ACI] EI(DB] (ipoteză), 

XACB = XDBC (cum s-a demonstrat mai sus (3)), 

[CB] = [BC] (atură comună). 

Din congruenţa triunghiurilor ABC şi DCB; rezultă că [AB] = 
= [DC] (se opun unghiurilor congruente ACB și DBC). 

Deci, trapezul ABCD este isoscel (q.e.d.). 

Proprietatea că: trapezul isoscel are diagonalele congruente 
este o proprietate caracteristică trapezelor isoscele. 


Fig, 295 


46. LINIA MIJLOCIE ÎNTR-UN TRAPEZ 


Definiţie. Segmentul care are ca extremităţi mijloacele latu- 
rilor neparalele ale unui trapez se numeşte linia mijlocie a trapezului. 
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În figura 296 este desenată linia mijlocie[EF] 4 o 

a trapezului ABCD. Faptul că [EF] este linie 4 

mijlocie poate fi scris astfel: E € (AB), [AEJ= 

=EB], P e (DC), [DFJ=(FC]. Fie. 
!  Meoremă. Linia mijlocie a trapezului este paralelă cu bazele 
şi are ca lungime jumătate din suma lungimilor bazelor. 

(Obişnuim să spunem mai pe scurt că: linia mijlocie este para- 
lelă cu bazele şi egală cu semisuma lor.) 

Demonstrația. În trapezul ABCD, [AD] şi [BC] sînt bazele, E 
mijlocul laturii LA 8] şi F mijlocul laturii [DC] (fig. 297). Vrem să dove- 
dim că dreptele EF și BC sint paralele și că EF = BO Ap. 

Ne folosim de o „construcţie ajutătoare“. Considerăm dreapta 
determinată de punctele A și /! care intersectează dreapta BC în 
punctul G (AF 1 BC = (G)). Afirmăm că triunghiurile ADF și GCF 
sint congruente, conform cazului 2 de congruenţă a triunghiurilor 
oarecare (ULU), pentru că: 


XP, EXF, (opuse la virt), 

[DF]= [CF] (ipoteză), 

X Da = X Cs (alterne interne for- 
mate de AD || BC intersectate de se- 


canta DC). 
Din AADF = AGCF, rezultă că: Fig. 297 
(1) [AF] [GF] (se opun unghiurilor congruente D, și Ca), 


(2) LAD]=I[CG] (se opun unghiurilor congruente F, şi F.). : 

Relaţia (1) exprimă faptul că F este mijlocul laturii [AG] (a tri- 
unghiului ABG). Cum E este mijlocul laturii [AB] (ipoteză), rezultă 
că segmentul [EF] este linie mijlocie în triunghiul A BG şi deci EF| BG. 
Dar BC şi BG sint una şi aceeași dreaptă, deci EF | BC. 

Din teorema asupra liniei mijlocii într-un triunghi mai știm că 


EF = BC. Cum BG este o sumă de segmente, putem scrie: EF = 


TȚinind seama de (2) putem scrie: EF = Aita De, 


BC + AD 
2 


Rezumind: EF| BC şi EF = constituie tocmai con- 


cluzia teoremei noastre (q.e.d.). 

Problemă rezolvată. Să se demonstreze că lungimea 
segmentului inclus în linia mijlocie a unui trapez cuprins între inter- 
secţiile sale cu diagonalele este egală cu semidiferenţa lungimilor 
bazelor. 
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Rezolvarea. Fie ABCD un trapez în care [AD] şi [BC] sint, bazele, [EF) i 
mijlocie (E € (AB), [AEJ=[EBI, FE: (BOPI (FCI) şi M şi N intersecţii 
diagonalelor cu linia mijlocie (EF N BD = (M), EP N AC = (N)) (fig. 298). 


Va trebui să demonstrăm că MW — BC Bee, 


Considerăm, pe rind, triunghiurile ABC 
şi ABD. Deoarece EF este linie mijlocie în tra- 
pez, avem FF || BC și EF || AD. Contorm re 
protei teroemei usupra liniei mijlocii într-un tri- 
unghi, în triunghiul A BC, paralela prin mijlocul E 
al laturii [A Bla latura [BC] conţine mijlocul N al 


laturii [AC] şi avem:EN= (4). 


Fig. 298 
Aplicind aceeași teoremă reciprocă în triunghiul ABD, paralela prin £ la 
(2). 


latura [AD] conţine mijlocul M al laturii DB] şi avem: EM = 


Scăzind relaţiile (1) şi (2), membru cu membru, obţinem: 


EN — EM = Eos A o MN = EA tă (q-e.d.). 


e 33. Exerciţii și probleme 

1. În trapezul isoscel ABCD (AD|BC), se notează AC N BD 
se calculeze: a) perimetrul trapezului, dacă AD = DC = 3cm şi BC : 
b) AC + BD, dacă A0 = 0,2 dm şi OC — 4 cm; e) măsurile unghiurilor A, B, a 
dacă m(3 D) = 130. 

2. Justificaţi de ce, în următoarele cazuri, patrulaterul convex MN PQ ((MP) 
diagonală şi MP N NQ = (O)) este trapez isoscel. 

a) Mi (3 = 36%.) MQINP, MP = NQ = 


= 6 cm şi 4 cm, 00=0M =2 cm și 
noa P="7 cm, m ONE) = 
= m 


Într-un trapez, baza mică are lungimea de 5 cm, iar distanţa dintre mij- 
fie laturilor neparalele este de 8cm. Care este lungimea bazei mari? 

4. Să se calculeze lungimea bazei mari a unui trapez, știind că lungimea 
liniei mijlocii este de 24 cm, iar cea a bazei mici cit jumătate din cea a bazei mari. 

5. Într-un trapez lungimea uneia dintre baze este de 6 cm, iar distanța dintre 
mijloacele diazonalelor de 2 cm. Care este lungimea celeilalte baze? 

6. Bazele unui trapez au lungimile de 6 cm şi 10 cm. Să se afle lungimile 
celor trei segmente determinate pe linia mijlocie de diagonale. 

7. Un trapez isoscel are unghiul alăturat bazei mari de 45%, baza mică cu 

Migne de 4 cm și inălțimea cu lungimea de 6 cm. Să se calculeze: a) măsura 
iurilor alăturate bazei mici; b) lungimea bazei mari. 

8. În trapezul isoscel ABCD (AD BC și LABIIDC)), paralela din D la 
AB intersectează dreapta BC în E şi pi aie alea din D pe BC în F. 

a) Să se demonstreze că [CF] = b) Se poate construi trapezul isoscel 
ABCD dacă AD = 5 cm, BC = Bem şi DF — 4 cm? 

9. Uin trapez dreptunghic ABCD are baza mică AD = 3 cm, m(X C) = 602 
şi latura neparalelă CD = 6 cm. a) Să se calculeze lungimea bazei mari ([BC]), 
precum și cea a diagonalei [BD] a trapezului; b) Se poate construi trapezul drept- 
unghie ABCD? 
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10. În trapezul ABCD (ADIBC), cu AD — 4 cm şi BC — Bem, diago- 
nala [AC] este perpendiculară pe cealaltă diagonală şi face cu baza mare un unghi 
cu măsura de 30%. Să se calculeze lungimea diagonalei [BD]. 

11. În trapezul dreptunghic ABCD (m(37 B) = 90%), diagonala AC = 8 cm 
formează cu baza mare ([ BC]) un unghi cu măsura de 30 şi este bisectoarea unghiu- 
lui BCD. a) Să se calculeze înălțimea trapezului. b) Să se arate că [AD] DC]. 
c) Se poate construi trapezul ABCD? 

12. Deinonstraţi că într-un trapez în care baza mică este [AD], baza mare 
[BC] şi linia mijlocie [EF], are loc relaţia: BC—EP = EF—AD. 

_13. Paralelogramele ABCD şi A'B'C'D' au laturile [AB] şi [A'B'] cu, lun- 
gimile de 3 cm şi respectiv 7 em și ABIICDIA'B'|C'D'. Fie Au Bu Cu Di 
mijloacele segmentelor [AA' [BB [CC),LDD”. a) Să se calculeze lungimile 
sepimentelor [AB], [C.D]. b) Ce fel de patrulater este ABiC+Di? Justilicaţi 
răspunsul. 

14. Două puncte, A şi.B, sint situate în interiorul unui unghi propriu z0y. 
Distanţele de la punctul A la laturile [Oz, [Oy sint de 4 cm și respectiv Gom, iar 
distanțele de la punctul Ș la aceste laturi de 8 cm şi respectiv 2 cm. Care sint dis- 
tanţele de la mijlocul segmentului [AB] la laturile unghiului? 

15. Cercetind diagramele din figura 279, indicaţi în ce loc al diagramelor 
putem desena un trapez? Dar un trapez isoscel? Dar un trapez dreptunghic? 


47. INEGALITĂŢI ÎNTRE ELEMENTELE TRIUNGHIULUI 


Și pînă acum am întîlnit în judecăţile noastre inegalităţi. Un 
exemplu îl constituie următoarea consecinţă a teoremei asupra sumei 
măsurilor unghiurilor unui triunghi: într-un triunghi isoscel, unghiu- 
rile de la baza lui sînt ascuţite (pag. 102). 

Cînd spunem, de exemplu, că un segment este „mai mare“ decit 
altul, vom înţelege că lungimea sa este mai mare decit lungimea celui- 
lalt. În acelaşi mod ne vom exprima şi referitor la unghiuri. 


meoremă. Într-un triunghi, unui unghi mai mare i se opune 
o latură mai mare. 


Demonstrația. Fie ABC un triunghi în care X ABC > X ACB 
(fig. 299). Va trebui să demonstrăm că [ACI >(AB]. Vom folosi o 
„construcţie ajutătoare“ ce constă în a considera pe semidreapta [AC 
un punct D astfel ca [AD](AB]. În triunghiul isoscel ABD; avem: 
x ABD 2 X ADB, deci m(X ABD) = E 80 — m(3 A) = 


E Le ABC)+ m ACB) < î [mc ABC) + m ABC) = 
A 


= m(XA BC). Rezultă că semidreapra [BD 

este interioară unghiului ABC, deci că 

D este un punct interior segmentului 

[AC], deci [ACI >fADI. Cum [ADI (AB) 

(construcţie), rezultă că [LAC] >[AB] z 

(q.e.d.). Fig. 299 


D 
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Consecința 1. Într-un triunghi, unei laturi mai mari 
i se opune un unghi mai mare. 

Consecința 2. Într-un triunghi dreptunghic, ipotenuza 
este mai mare deciît fiecare dintre catete. 

Această consecinţă se poate enunţa şi astiel: Perpendiculara 
dintr-un punct pe o dreaptă este mai scurtă decît orice oblică din ace- 
lași punct pe aceeaşi dreaptă. 

Problemă rezolvată. Într-un triunghi ABC în care 
m(X C) <m(%X B) < 90%, considerăm înălţimea [AD], bisectoarea 
[AF] şi mediana [AF] (, E, Pe (BC)). Să se demonstreze că D se 
află între B şi E, iar F între E şi C. 

Rezolearea. Folosim figura 300. Punctul D aparţine semidreptei [| BC, deoarece, 
în caz contrar, unghiul adiacent şi suplementar lui A BC (care este un unghi obtuz) 
ar fi un unghi al triunghiului dreptunghic ABD. Măsura acestui unghi impreună 


cu cea a unghiului drept al acestui triunghi ar da o sumă mai mare de 180%, ceea 
ce ar contraveni teoremei asupra sumei măsurilor unghiurilor unui triunghi. 


în triunghiul ABD avem: m(3C BAD) = 90* — m(3E ABC) = A 7-80 — 


— 2: m(XC ABC) 
Cum erat Ii 20 > m(3% ACB) (ipoteză), se poate scrie în continuare: 


m(3 BAD) < E - L180 — (m(3E ABC) + m(E ACB) = L: m(3 BAC) = 
= m(3 BAE). Deci D se află între B și E. 


Fig. 300 Fig. 30 fie „A 


Pentru a dovedi a doua parte a concluzii, folosim o „construcție ajutătoare“: 
pe semidreapta [AF considerăm un punct G astfel ca [AF] = [FG] (fig. 301). 

Vom avea: [GC]I[AB] şi [(ABI <LACI. In triunghiul ACG avem deci 
[66] SI [ACI şi XCAG < X AGC. Cum X CGA ZX BAF, rezultă că X CAF < 


AF. Suma măsurilor celor două unghiuri fiind egală cu măsura unghiului 
BAC, rezultă că m(X CAF) = me BAC) = m(X CAE), deci F se află 


între E și C (q-ed.). 

Observaţie. Pină acum, fiecare consecință din text reprezenta pentru noi o 
„problemă“ care consta în găsi demonstraţia. Aceasta reprezintă şi un pro- 
cedeu de a scurta textul, eliminind unele judecăţi pe care cititorul le poate face 


şi sin 
SEA ra aa RES Beirut pu Mot 
textul: unele afirmaţii, și anume [GC][AB] şi X CCA 2 X BAF, nu au mai 
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fost demonstrate, considerind că cititorul este capabil de a reconstitui, cu uşurinţă, 
demonstrațiile lor. Aceasta se face pentru a nu lungi demonstraiile, pentru a scoate 
in evidenţă numai ceea ce o demonstraţie aduce nou în comparaţie cu cele cu- 
noscute anterior. 

meoremă (asupra oblicelor şi perpendicularei dintr-un punct 
la o dreaptă). Dintre două oblice duse dintr-un punct spre aceeași 
dreaptă, cea „mai depărtată“ de piciorul perpendicularei din acelaşi 
punct pe aceeași dreaptă este „cea mai lungă“. 

Demonstrația. Fie [MA] şi [MB] cele două oblice din punctul M 
la dreapta AB şi N piciorul perpendicularei din M pe AB ((NB]> 
> [NA]). Există două cazuri: u 

Cazul 1: A între B și N (fig. 302). 


M 
În acest caz, unghiulMAB este unghi ex- Y 
terior triunghiului MA şi deci m(% MAB) = 
= 900 + m(X NMA) > 90 > m(XMBA). 
În triunghiul MAB, inegalitatea A SI 3 


XMAB > XMBA (mai sus demonstrată) 
implică [MB] > [MA]. Fig. 302 
Cazul 2: N între A și B (fig. 303). 


M 
În acest caz, folosim o „construcţie aju- 
tătoare“ și anume luăm pe semidreapta [NB 
un punct A”, astfel încît [VA]=I(NAJ. 
Deoarece [NB] > [NA], rezultă și NB)> 
> INA] şi deci: A” este între R şi N. Conform A E —3 


cazului 1, [MB] > LMA']. Dar, din congruenţa Fig. 303 
triunghiurilor dreptunghice MNA şi MNA' 

(seg ueera că [MA] = (MA. Rezultă că avem şi [MB] > [MA] 
(q-e.d.). 

Observaţie. Această teoremă se completează cu: două oblice din 
același punet pe aceeași dreaptă, cu picioarele egal depărtate de piciorul 
perpendicularei sînt congruente. 

mMeoremă. Într-un triunghi lungimea unei laturi este mai mică 
decît suma lungimilor celorlalte două. 

Demonstrația. Fie ABC un triunghi: Ne propunem să arătăm, 
de exemplu, că BC = AB + AC. 

Considerăm înălţimea [A D] a triunghiului. Deosebim trei cazuri: 

Cazul 1. Punctul D se găseşte între B şi 


A 
C (tig. 304). 
Considerăm punctul D ca picior al perpen- 
dicularelor din B şi C pe AD. Avem: 
BD< AB i i 
DO Z AC (perpendiculara este „mai A ai A 
scurtă“ decit orice oblică). Fig. 304 j 
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- ICE] (fig. 309). Trebuie să demonstrăm că [AC] [AB]. 


Adunăm aceste inegalităţi, membru cu membru; obţinem: 
BD ++ DC< AB + AC sau BC< AB + AC. 

Cazul 2. Punctul D coincide cu unul dintre virturile triunghiului, 
de exemplu cu C (fig. 305). 

În acest caz, avem BC< AB (perpendiculara este „mai scurtă“ 
decit oblica), deci şi BC< AB + AC. A ua i B 
Cazul 3. Punctul D se gă- 
seşte „în afara“ laturii [BC], 
de exemplu C între B şi D 
(fig. 306). În acest caz, BC < 
<BD < AB < AB + AC. 

Observaţie. Teorema se 
poate aplica „fiecăreia dintre 
cele trei laturi ale triunghiului 
ABC“. Se obţin asttel inegali- 
tăţile: AB< BC+CA,BC< CA + AB, CA < AB + BC. 

Inegalităţile se pot transcrie astfel: BC > CA — AB, CA > 
> AB — BC, AB > BC — CA. Dacă folosim noţiunea de valoare 
absolută a unui număr, putem folosi. o nouă transcriere: 

| BC —CA|< AB < BC + CA. 

În cuvinte aceasta se poate exprima astfel: lungimea unei laturi 
a unui triunghi este mai mare decît valoarea absolută a diferenței 
lungimilor celorlalte două şi mai mică decît suma lungimilor lor. 


Probleme rezolvate 

Problema 1. Dacă ABG şi A'B'G' sînt două triunghiuri în 
care [AB] = [A'B], [AG] =EA'G'] şi XA > XA”, atunci BG > BG. 

Rezolvarea. Putem presupune A = A* şi B = B' (fig. 307). Figura conține 
Îi EPaL zvelt a | 

Considerăm bisectoarea un- 
[că ghiului GAG'. Ea intersectează 
drenpta BG într-un punct D situat 
în interiorul segmentului | BG], ca în 
figura 308. 

Din congruența triunghiurilor 
AGD şi AG'D (LUL), deducem că 
G'D]. Deci BG = BD+ 
+D6=BD+DG' > BG. Cum 
„rezultă că BG > BG". 


Fig. 305 
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g=g! 4 
Fig. 307 Fig. 308 


a (ae.d.). A 

Problema 2. Să se demonstreze că dacă bisectoarele a două! 

unghiuri ale unui triunghi sînt congruente, atunci laturile care s 

opun unghiurilor respective sînt congruente (triunghiul este isoscel), 

Rezolvarea. Fie ABC triunghiul în care [BD şi [CE sint bisectoarele unghiu- 

rilor ABC (X ABD 2 X DEC) şi respectiv ACB (X ACES X ECB) şi [BD = 
Folosim metoda reducerii la absurd. 
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Presupunem că [AC] [AB]. Ar însemna, de exem- A 
plu, că AC < AB. Ar rezulta că 3 ABC < X ACB, deci 
că 3 DBC < X ECB (1) și s-ar obţine DC < EB (2). 

Dacă vom considera parâlela prin D la BE şi paralela 
prin E la BD şi vom nota cu F intersecţia acestor paralele, 
vom constata că s-a obținut patrulaterul BDFE care este 
un paralelogram și deci [BE] ==|(DF] (laturi opuse în pa- E 
ralelogram). Inegalitatea (2) s-ar putea scrie DC < DF. SA A 
Atunci, în ACDF, am avea: 3 DFC < XX DCF (3). TI. 

Pe de altă parte, X EFD = X EBD (unghiuri opuse  £ dci 
în paralelogram), dar și XX EFD = X DBC. Ținind seama Fig. 309 
de (1) am putea scrie: X EFD < X ECB sau X EFD < 
< X ECD (4). 

Adunind, membru cu membru, inegalităţile (3) și (4) am obţine: 

m(3 DFC) + m( EFD) < m(32 POP) + m(X ECD) sau 
X EFC < X ECF. 

Ar insemna că în triunghiul ECF: EC < EF (unghiului mai mic i se opune 
o latură mai mică). Dar cum [EC] =(BD] (ipoteză), ar însemna că BD = EF, 
ceea ce este absurd ([8D] şi LEF] sint laturi opuse ale paralelogramului BDPE). 


Am ajuns la un rezultat absurd pentru că am pornit de la o presupunere falsă 
anume aceea că [AC] [AB]. Deci triunghiul ABC este isoscel (q-e-d.), 


34. Exerciţii şi probleme = - 
1. Verificaţi, prin calcul, existența triunghiului ABC, dacă: 
1 8 cm, b=4 cm, 1 cm; 2) a=2 cm, b=3cm, c=7cm; 


tenuza? 

3. Se dau trei segmente ale căror lungimi sint a, b, e. Ce calcule trebuie să 
facem cu aceste lungimi pentru a putea şti dacă se poate „construi“ un triunghi 
ou aceste segmente? Să se spună dacă se poate construi un triunghi cu segmentele 
care au lungimile de: a) 5,8, 11; b) 7, 10, 18; c)7,7,5; d)5,5, 13; e) 4, 4,4. 

4. Considerbni două segmente: AB m şi CD = 12 m. Care este cea mai 
mare și cea mai mică lungime a segmentului [ EF] ca să putem construi un triunghi 
cu aceste segmente? 

5. Notăm lungimile laturilor unui triunghi cu a, b, c. Stabiliţi ce relaţii există 
intre numerele a, b, c pentru ca triunghiul să fie oarecare, isoscel, echilateral. 

6. Folosind aceleaşi notații pentru lungimile laturilor unui triunghi, oare- 
care (a, d, c), să se compare lungimea unei laturi a triunghiului cu jumătate din 
perimetrul triunghiului, apoi'să se coinpare suma lungimilor a două laturi cu ju- 
mătate din perimetrul triunghiului. 

7. Să se demonstreze că în orice patrulater convex, suma lungimilor diago- 
nalelor este: a) mai mică decit suma lungimilor laturilor patrulaterului; b) mai 
mare decit, jumătatea acestei sume. = 

8. În triunghiul ABC ştim că: AB = 5, BC =7, CA = 9. Să se serie, în 
ordinea crescătoare a măsurilor lor, unghiurile triunghiului ABC. 

9. În triunghiul ABC ştim că: m(X A) = 30%, m(3C B) = 80”. Să se sorie, 
în ordinea crescătoare a lungimilor lor, laturile triunghiului A BC. 

10. În triunghiul MP, latura [MN] este cea mai mică dintre laturi. a) Un- 
khiul P poate fi ascuţit sau obtuz sau drept? b) Dacă unghiul M este obtuz, să 
să compare latura [N P] cu celelalte două laturi ale triunghiului. 

1. Să se compare baza cu înălţimea unui triunghi isoscel, dacă triunghiul 
- este: a) ascuţitunghic; b) dreptunghic; c) obtuzunghic; 
Să se demonstreze r ele. 
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12. Fie ABC un triunghi oarecare cu AB < AC şi [AD] înălţime. Să se 
compare unghiurile BAD şi DAC. 

13. In triunghiul oarecare ABC, BC = 2. AB. Să se compare unghiul C 
cu unghiurile A şi B. 

14. Fie ABC un triunghi în care [4B]z [AC]. Pe care dintre aceste laturi 
o intersâotează mediatoarea segmentului [BC]? (Punctul de intersecţie să fie inte- 
rior laturii.) i 

15. Să se demonstreze că lungimea oricărei mediane dintr-un triunghi, este 
mai mică decit media aritmetică a lungimilor laturilor care pleacă din același virt 
cu ea. : 

16. Fie z0y un unghi şi [Oz bisectoarea lui. Considerăm un punct M în inte- 
riorul unghiului z0y. Notăm cu M, și M, picioarele perpendicularelor din M pe 
[Oz şi respectiv [0y. Să se compare segmentele [MM] și [MM], dacă: 

a) Punctul M aparţine bisectoarei [0z; b) Punctul M nu aparţine bisectoarei 
(Oz. 

Există în interiorul unghiului z0y cel puţin un punct sau cel mult un punot 
care să fie egal depărtat de laturile unghiului z0y? 

17. Fie D piciorul bisectoarei unghiului A din triunghiul ascuțitunghic ABC, 
Notăm cu A, şi Aa picioarele perpendicularelor din 20 pe laturile [A B] și respectiv 
[AC]. Să se compare seomentele [AA4,] și [AAs]. 

18. Fie [AB] un segment şi M un punct exterior segmentului. Să se compare 
[LA] şi MB), dacă: 

a) Punctul M aparţine mediatoarei segmentului [AB]; 

b) Punctul M nu aparţine mediatoarei segmentului [AB]. 

Există cel puţin un punct sau cel mult un punct care să fie egal depărtat 
de punctele A şi B? 


48. MEDIATOAREA UNUI SEGMENT ȘI BISECTOAREA UNUI UNGHI 
CA LOCURI GEOMETRICE» = 


în cele expuse pină acum în acest manual am vorbit despre 
proprietăţile unor figuri geometrice, independent de poziţia lor în plan. 

Ne propunem acum să studiem unele proprietăţi determinate 
de poziţia unei figuri geometrice în raport cu altele. Vom începe cu 
cele mai simple figuri geometrice, cu punctele. 

De exemplu, să studiem poziţia punctelor care au distanţe egale 
faţă de două puncte date A şi B. E 

Dacă vom considera punctele date A şi B ca extremităţi ale 
unui segment (LA B]) şi dacă notăm cu O mijlocul segmentului, atunci 


putem. scrie: 40 — OB = 1 - AB (vezi pagina 16). Deci, mijlocul 


unui segment are distanțe egale „la capetele segmentului“. Perpen- 
diculara în O pe segmentul [AB] (mediatoarea segmentului) conţine 
puncte M care au „proprietatea“ de a avea distanţe egale faţă de 
capetele segmentului. 


1) Primele reteriri asupra noţiunii de „loc geometric“ aparțin filozofului grec 
Platon, (427 -—347 î.e.n.), unul dintre cei mai mari ginditori ai antichităţii. 
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Se pun două întrebări: 1) Oare toate punctele 
mentului au distanţe egale faţă de extremităţile lui? 
cumva și alte puncte, care să nu aparţină mediatoarei 
Mer care să aibă (totuși) distanţe egale faţă de extremităi 
tului? Ş 

Răspunsul la aceste două întrebări ne este dat de următoarele 
două teoreme: : 


Peoremă. Dacă un punct aparţine mediatoarei unui segment, 
atunci el are distanțe egale faţă de extremităţile acestui segment. 


Peoremă reciprocă. Dacă un punct are distanțe egale 
față de extremităţile unui segment, atunci el aparţine mediatoarei 
acestui segment. 


Demonstrarea primei teoreme se face cu ușurință (din congruența 
triunghiurilor dreptunghice MOA și MOB — figura 310). 
Demonstrarea teoremei reciproce se face prin metoda reducerii 
la absurd. 
Fie [AB] un segment, O mijlocul Mm zl 
lui și zy mediatoarea acestui seg- p 
ment, (fig. 311). Presupunem că ar 
exista un punct P ale cărui distanțe 
la extremităţile segmentului sint egale 


(PA = PB — conform ipotezei), dar A BA 8 
care n-ar aparţine me; iatoarei 2 CĂ OjiB 
(Pe zy). Fie R piciorul perpendi- y] 


cularei din P pe [AB). Cum Pe zy 
(conform presupunerii făcute), ar în- 
semna că Rr O. L 

Triunghiul PAB este isoscel ([PA]= [PB] — din ipoteză), iar 
[PR] ar îi înălţime. În triunghiurile dreptunghice PRA și PRB am 
avea: [PA]=([PB) (din ipoteză) şi [PR] = (PR) (atură comună). 

n baza cazului 2 de congruenţă a triunghiurilor dreptunghice (JC), 
A PRA = A PRB. Ar rezulta că şi celelalte două catete ar fi con- 
gruente [AR]=[RB]. Ar însemna că R este a Le segmentului 
[AB]. Dar cum din ipoteză știm că O este mijlocul segmentului [AB] 
și R7 O, ar însemna că segmentul [AB] ar avea „două mijloace“, 
ceea ce este absurd (q-e-d.). 

Aceste două teoreme (cea directă și cea reciprocă) pot fi reunite 
într-o singură propoziţie matematică: „Un punct are distanţe egale 
Ja două puncte date, dacă şi numai dacă el aparţine mediatoarei 
segmentului determinat de cele două puncte date“. 

O altă formulare a aceluiași adevăr ar putea fi aceasta: „Media- 
toarea unui segment conţine toate punctele care au distanţe egale 
faţă de extremităţile segmentului şi numai aceste puncte. 


Fig. 310 Fig. 311 


151 


Această proprietate remarcabilă a mediatoarei unui segment de 
dreaptă se mai poate exprima și astfel: Locul geometrie al punctelor 
egal depărtate de două puncte date este mediatoarea segmentului 
determinat de punctele date. 

Am introdus astfel o noţiune nouă, noţiunea de loc geometric, 
pe care o vom defini astfel: - 

Locul geometrie a! punctelor care au o anumită proprietate este 
figura care conţine toate punctele avînd proprietatea dată şi numai 
acele puncte (în sensul că nu conţine nici un punct care să nu aibă 
această proprietate). 

Noţiunea de loc geometric este folosită frecvent la definirea unor 
figuri geometrice. 

Un alt exemplu: să studiem poziţia punctelor din interiorul unui 
unghi propriu care'au distanțe egale la laturile unghiului. 

Vom demonstra următoarea propoziţie: 

Un punct din Interiorul unui unghi propriu aparţine pisectoarei 
unghiului dacă şi numai dacă distanțele de la punct la laturile 
unghiului sînt egale. 

Aşa cum s-a arătat şi la pagina 62, o propoziţie în formularea 
căreia există expresia „ducă și numai dacă“ conţine, de fapt, două 
propozi o propoziţie directă şi reciproca _ei. În acestă situaţie, 
trebuie să demonstrăm ambele propoziţii. 

Vom folosi figura 312 în care ipoteza comună este m(%& MAO) = 
= m(% MBO) = 9%. 


șI Pentru prima demonstraţie, completăm 
A ipoteza cu Xz0M = XyOM, iar concluzia va 


i ai fi: (MAJE(MB). 
M Avem: [OM] =[0M) (ipotenuză comună) 
o şi XzO0M=XyOM (ipoteză). Rezultă că 
se ip A AOM = A BOM (cazul |triunghiuri drept- 
<I unghice). Deci, [MAJ]=(MB). 


ir Pentru a doua demonstraţie, completăm 
Fig. 312 ipoteza cu [MA] [MB], iar concluzia va fi: 
X r0M = XyOM. 

Avem: [OM] = [OM] (ipotenuză comună) şi [MAJ= [MB] (ipo- 
teză). Rezultă că A AOM = A BOM (cazul 2 triunghiuri dreptun- 
ghice). Deci, X AOM = X BOM sau X20M = % yOM. 

Vom putea spune deci că: locul geometric al punetelor din in- 
teriorul unui unghi propriu pentru care distanţele la cele două 
laturi ale unghiului sînt egale este bisectoarea acelui unghi. 
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PROBLEME RECAPITULATIVE 


1. Două laturi ale unui triunghi isoscel au lungimile de 10 cm şi 20 cm. Care 
este lungimea laturii a treia? $ 
În figura 213, triunghiurile ABC şi ACD sint isoscele (LAB] (ACI, 
(AD). Demonstraţi că unghiurile ABD şi ADB sint congruente, 

3. Fie ABC un triunghi isoscel ([AB] = [AC)) şi fie M şi IV două punete 
pe (BC), astiel încit [BM] sa (MC]. Arătaţi că LAM] (AN). 

4. Determinaţi toate punctele M care uparţin dreptei BC ştiind că măsura 
unghiului dintre dreapta AM şi dreapta BC este mai mică decit cea a unghiului B 
al triunghiului ABC. 

5. În triunghiul isoscel ABC ([A B] 


AC] 


[AC], avem [BM] EICN] (M E (AB), 
N E (AC)) și [BP]=1Q0C1(P,QE (80). Să se demonstreze că (M PI INOI. 

6. Intr-un triunghi ascuțitunghic isoscel ABC ([ABI(AC)), considerăm 
perpendiculara din B pe BC şi înălțimea [CP] a triunghiului (PE(AB)), care se 
intersectează în M (lig. 314). Ştiind că N este piciorul înălțimii din B, să se demon- 
streze că unghiurile MB P şi NBC sint congruente. 

7. Există un triunghi isoscel ABC astfel incit [AM și [A N, care impart un- 
phiul A în trei părţi congruente, să intersecteze latura | BC] în punctele M şi N, 
astfel. tacit [BM] 2(MN) INCI 


Fig. 3 Fig. 314 Fig. 315 


8. În triunghiul echilateral ABC punctele_M şi AN aparţin laturilor [AB], 
respectiv LAC], astfel incit [BM] [AN] (fig. 315). Dreptele BN şi CM se inter- 
sectează in P! Care este măsura unghiului 2 

9. Intr-un triunghi ABC, punctul M este mijlocul laturii [BC]. Fie P şi Q 
picioarele perpendicularelor din £, respectiv din C pe dreapta AM. Să se demon- 
streze că [BPJ=(CQI - 
problemă, dacă BP şi CQ nu sint perpendiculare pe AM, ci nu- 
mai paralele între ele. 

11. în figura 316, AM II BN și [AMIZIBN). F 
Punctele P și Q aparţin segmentului [AB], astfel incit 

îs BP). 


MP | NQ. Să se rate că [AQ] 
12. În figura 317, [AD este bisectoa- 
rea unghiului BAC, iar BE CF. Să se z 
arate că AABCSAAEF, ID 
= A 
85 o: 
Fig. 347 


13. În triunghiul isoscel ABC ([AB] E[AC)), punctele M și N aparţin lati 
rilor congruente (M E(AB) şi NE(4C)) astiel ca MN || BC. Să se demonst 
că [CM] (BN). 

14. ABC un triunghi isoscel ([AB][AC]). Fie M şi N două punct 
astfel încît M şi C sint de o parte şi de alta a dreptei AB, B și N sint de o part 
și de alta a dreptei AC şi astfel incit [AM] S(CN] şi LAN] (BM). Să se ara 
că AN nu poate fi paralelă cu BM. 

15. Rănine adevărată afirmaţia din problema precedentă atunci cind [AM] 

[ANI şi [BMI ICN]? 

16. Se dă triunghiul isoscel ABC (AB) [AC]). Perpendiculara din B 
AC intersectează perpendiculara din C pe BC în N, iar perpendiculara din C 
AB intersectează perpendiculara din B pe BC în M. Să se arate că [BM] =|C. 

pi 12, În triunghiul ABC, m(3C A) = 72, [B 


/5 


congruente (fig. 318). Care este măsura unghi 
lui CMN? 


18. Fie unghiurile adiacente suplementare z'0 
şi yOx, iar [OA şi [OB bisectoarele lor, Știind cei 
Pi = p LOAIZ10B), să se calculeze măsura unghiului A 
19. In triunghiul ABC, punctul D este pici 
Fig. 318 rul bisectoarei interioare a unghiului A. Picioarel 
perpendicularelor din D pe dreptele AB şi AC sint punctele M şi N. a) Calculaţi 
în funcţie de măsura unghiului A, pe cea a unghiului MDN. b) Demonstraţi ci 
dacă triunghiul ABC nu este isoscel şi nici dreptunghic, triunghiurile MBD și 
NCD nu pot fi congruente. 
20. În triunghiul ABC biseotoarele interioare ale unghiurilor B şi C se in 
tersectează în punctul /. a) Demonstraţi că măsura unghiului B/C nu poate fi 
de 90%. b) Poate fi m(X B/C) < 90%? 
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[NP], atunci [AP 
CPU, atunci (BP 


b) Dacă [AP] 

29. Triunghiul ABC este dreptunghic în A. Semidreptele [87 şi (CI sin 
bisectoarele unghiurilor F şi C. a) Care este măsura unghiului B/C? b) Dacă tri: 
unghiul ABC este un triunghi oarecare, exprimaţi măsura unghiului BIC în funcţi 


de cea a unghiului BAC. 

28. Triunghiul ABC are m(X B) = 15%, m( 20) 
se ia [AD [AC] şi pe segmentul [BC] se ia [BE (Să se calculeze mă 
rile unghiurilor formate de [CD] şi [A E] (care se intersectează în M). 

24. Două triunghiuri ABC şi A'B'C' au unghiurile B şi B, respectiv C și 
C' complementare. Cum sînt unghiurile A şi A? 

25. Fie ABC şi DEF două triunghiuri. Ce puteţi spune despre aceste tri- 
unghiuri ştiind că XASXD, XBEXE și [BCIELEFP F 

26. Fie ABC un triunghi, [AD] înălțimea din A (DE(BC)) şi [BE bisec 
toarea unghiului B (EE(AC)). Dacă M este intersecţia dreptelor AD și BE, i 

triunghiurile ABM şi ADC sint isoscele, să se cal 
L) culeze măsurile unghiurilor triunghiului ABC. 


302. Pe segmentul [A 


e 27. Cu notaţiile din figura 319, avem LAM] 
(BC], [BMI (AD), AD AB, BC L AB. Si 
AO B Fin. 319 se calculeze măsurile unghiurilor triunghiului CD. 
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nghiul ABC, punctele £ şi F aparţin medianei [AD], asttel încit, 
FD), iar 7 este mijlocul lui [BD] şi S al lui (DC). Latura [AB] 
este intersectată de [C E] în M şi de [SF] în N, iar paralelele din D şi 7 la [SN] 
o intersectează în Puși Q. 

a) Arătaţi că [ÎMI =(MNI=INPI=(PQ] 108]. 

b) Dacă CM — 4 cm, care sint lungimile ASA zisă [7Q), [DPI şi [SNI? 

29. Fie M un punct în interiorul unui triunghi oarezare AAC. Arătaţi că 
m(3E BMC) > m A). 

30. Fie ABCD un patrulater convex astiel incit 3 A XC. Bisectoarea 
unghiului D intersectează dreptele AB şi BC în M, respectiv N. Să se demonstreze 
că triunghiul BMN este isoscel. 

31. Fie ABCD un patrulater convex. Să se calculeze măsurile unghiurilor 
acestui patrulater știind că: 


Că m(3 A) 2: m(E B) _ 6: m 0) _ m D), 


ET! 3 7 35 Pai EP: 
N e a e a pi Be 


iar măsurile 


32: Intr-un patrulater convex ABCD avem m(3 -1) = 120% 
Să se cal- 


unghiurilor B, C şi D sint direct proporţionale cu numerele 4, 5 şi 
culeze măsurile unghiurilor B, C, 

33. Măsurile unghiurilor A, B, C, D ale unui patrulater convex sint direct 
proporționale cu numerele 3, 4, 5, 3, a) Calculaţi măsurile unghiurilor patrulate- 
rului ABCD. b) Dacă triunghiul CD este isoscel, care sint măsurile unghiurilor 
triunghiului A BD? 

34. Sf se demonstreze că dacă măsura unuia dintre unghiurile unui. patru- 
lalur convex este egală cu media aritmetică a măsurilor celorlalte unghiuri ale 


„pâtrulaterului, atunci acel unghi este drept. 


35, Masurile unghiurilor unui patrulater convex sint direct proporționale 
le 2, 3, 6, 7. Să se calculeze măsurile unghiurilor acestui patrulater. 
ura 320, triunghiul ABC este echilateral, triunghiul ABD este 
isoscel (AZI IAD), iar segmentul [CE] este paralel şi congruent cu [BD]. Se 
ştie că m(3- BAD) = 30%. a) Demonstraţi că triunghiul DA £ este isoscel. b) Cal- 
culaţi măsura unghiului ECD. c) Demonstraţi că triunghiurile DAE și ABD sint 
congruente. 

37. Se dau paralelogramele ABCD şi DCEF, iar'O, şi Oa sint centrele lor. 
Dacă BE= a, cit este lungimea segmentului [0,04]? 

38. Se duu paralelogramele ABCD de centru O şi BOEF de centru A. Dacă 
6 cm, calculaţi lungimea segmentului [CF). 

39. În dreptunghiul ABCD, latura [AD] are lungimea cit dublul lungimii 
laturii LA B], iar ML şi N sint mijloacele laturilor opuse [BC] și AD). În exteriorul 
dreptunghiului se construiesc triunghiurile echilaterale APP şi OCM (fig. 321). 
Să se arate că N PQ este triunghi dreptunghic isoscel. 

A N D 


Ea ăi 
p 


Fig. 320 9 Fig. 321 
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40. Să se arate că punctele de intersecţie ale bisectoarelor unghiurilor unui 
paralelogram sint virfurile unui dreptunghi, dacă aceste bisectoare nu sint, toat 
concurente. Cind sint ele concurente? 

41. În triunghiul ABC, dreptunghic în A, punctul D este pi 
toarei interioare unghiului A. Fie M şi N picioarele perpendicularelor d 
respectiv AC. Arătaţi că AMDN este pătrat. 

42, Se dă pătratul ABCD şi în exteriorul lui se contruiese triunghiuri 
echilaterale MAD şi NDC (fig. 322). a) Arătaţi că [MN] 
măsura unghiului MWNB? c) Ce fel de triunghi este MNB? 


Ea E, & 


Fig. 322 Fig. 323 


43. Triunghiurile ABC, BCD, BDE sint dreptunghice şi isoscele (lg. 323). 
Dacă m(3: AMC) = 900 şi CD =: 5cm, se cere lungimea segmentului LAN] 
(4, M, N sint puncte colineare). 

44. Fie ABCD un patrulater convex cu toate laturile congruente şi astfel 
încât XX A = 37 B. Să se arate că acest patrulater are toate unghiurile congruente 
(adică este pătrat). x i 

45. Aceeaşi problemă numai că XX ASXC. “ 

46. Pe laturile [A B] şi [AC] ale unui triunghi oarecare se construite, în exte- 
riorul triunghiului, pătratele ABDE şi ACFG. n) Să se arate că segmentele [CE] 
şi LBG] sînt congruente şi perpendiculare. b) Să se arate că mediana [AM] a tri- 
unghiului ABC (M E(BC)) şi înălţimea [AN] a triunghiului AEG (N E(EG)) sint, 
incluse în aceeași dreaptă. E 

47. În figura 324, pătratele ABCD, CDEF, FCGH au laturile congruente, 

e demonstrez că: a) Dreptele AF şi EG sint perpendiculare; b) Unghiurile 
AF şi EGF sint congruente. 


4 6 
A [2 E 
“/ [i 
85 [a fă = 
Lă - 

[= H Fig. 324 [LI e Fig. 325 


48. In figura 325, patrulaterul A BCD este paralelogram, iar A BEF şi ADGH 


sint pătrate. Să se demonstreze că [AC] (FH]. ș 
49. Se dă triunghiul echilateral ABC şi se construiesc în exteriorul lui pă 


tratele ABMWN şi BCQP. Să se arate că: 
a) [APISIMCI; b) AP MC;-c) Dacă punetele S şi 7 sint intersecțiile 


dreptei MC.cu AP, respectiv AQ, atunci ST = : AT. 


50. în exteriorul rombului A BCD se construiesc pătratele AMOB şi ADPN.. 
Ce măsură trebuie să aibă unghiul ACD pentru ca [MN] [DP]? 
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INDICAȚII ŞI RĂSPUNSURI 


28 (paz. 129) 4. Aplicaţi, după caz, proprietăţile relative-la laturile sau la 
unghiurile unui dreptunghi. 2. De exemplu, folosind congruențe de triunghiuri, 
convenabil alese, în toate cazurile se poate demonstra că patrulaterul convex 
MN PQ este un paralelogram cu un unghi drept 


29 (pag. 133) 1. Aplicaţi, după caz; proprietăţile relative la laturile, unghiu- 
vile stu diagonalele unui romb. 2. De exemplu, folosind congruenţe de triunghiuri, 
convenabil alese, demonstraţi că patrulaterul convex MW PO este un paralelo- 
gram cu două laturi consecutive congruente. 

30 (pag. 135) 1. Aplicaţi, după caz, proprietăţile relative la laturile, unghiu- 
vile sau diagonalele unui pătrat, 2. De exemplu, folosină congruențe de triunghiu 
convenabil alese, demonstraţi că patrulaterul convex MA PO este un dreplunghi 
vu două laturi consecutive congruente. 


31 (pan. 136) 14, Aplicaţie a liniei mijlocii intr-un triunghi, 12, Asemănător 
cu 11. 13. Fie ARCD un romb şi O intersecţia diagonalelor [AC] și LED), Fie 0, 
"Oa Oa, Oa picionrele perpendicularelor din O pe respectiv OB, BC, CD, D . 
“piu, demonstraţi că punctele 0, 0, Os sint colinenre, câ [0,0] 100, 
10,04 210404 ste. 14. Asemănător cu 13. 15. Într-un paralelogram unghiurile 
alăturate unei laturi sint suplementare. 16. 459; 22930”; 112%30', 18. Unghiurile 
ADB și ADF, liind unghiuri de la baza unor triunghiuri isoscele, sint unghiuri 
ascuţite, iar cn unghiuri ad nte nu pot fi deci suplementare. 19. Rezultă din 
congruența A DAC = A DCE. 20. Unghiurile ABC şi FAH au acelaşi suplement 
(unghiul BAD), deci sint congruente, Congruenţa cerută este evidentă. 21. Și 
AHED este romb. S foloseşte transzitivitatea relaţiei de congruență. 22, Se de- 
monstrează congruența unor unghiuri (eu laturile respectiv perpendiculare) și 
upoi congruența triungbiurilor AA şi ADP. 23. Din congruența unor triunghiuri 
dreptunghice se demonstrează că X AN X AMD. Cum AB AD, rezultă 
că și AN DM. 24. Se foloseşte indicaţia de la problema precedentă, 25, Se de- 
monstrenză că A BMN este isoscel. Apoi rezultă m(3 Mu) = m(IE Na) = 450, 
(3 Ma) = m Na) = 75 şi m Di) = mă Di = 15. 
32 (pas. 140). 1. Din congruența A ABC E A ABC" rezultă că B'C' || BC. 
Apoi din AABDE AAB'D' (D' fiind simetricul lui D faţă de A) rezultă că 
1 


LED =(B'D'] și dea P'D' . B'0". 2. In patrulaterul ABEC diagonalele se 


2 
intersectează una pe alta În părţi congruente. 3. Patrulaterele A BA, B, şi ABAzBa 
sint paralelograre, De aici deducem că AB || AB și [AB] S(Aaful. 


33 (pag. 444), 1. Aplicaţi, d 
ilor sau diagonalelor unui trapez 


ă caz, proprietățile relative laturilor, unghiu- 
isoscel. 2. De exemplu, folosind congruenţe de 
iunghiuri, convenabil aleue, se poate demonstra că patrulaterul MN PO are două 
1kturi paralele și alte două Jaturi neparalele, dar congruente. 3. 11 cm, 4. 32 cm. 
|, De exemplu, notăm trapezul ABCD (AD || BC). M și N mijloacele! diagonalelor 
[8D], respectiv (CA), [EF] linia mijlocie în trapez (EE(AB)). În triunghiul ABC, 
[ENI este linie mijlocie ete. Problema are două soluţii, după cum lungimea dată 
este a bazei mici sau a celei muri (10 cm sau 2 cm), 6. Asemănător cu 5. S6 găsesc 
tungimile 3 cm, 2 cm, 3 cm. 7. a) 135% b) 16 em. 8. a) Proprietăţi într-un triunghi 
isoscel; b) Desenăm două drepte a şi b paralele la distanța de 4 cm. Fixăâm, de 
exemplu, pe dreapta a un puriet, A şi ducem AA, Lb (4,5). Construim triun- 
ahiul isoscel ABE (AB (AC) cu B, C ed, BC = 3 cm şi înălțimea AA, = 
= 4 em etc. 9. a) 6 cm: b) Da. Se construieşte întii triunghiul dreptunghic DEC, 
unde DE L BC şi Ee(BC), apoi dreptunghiul ABED. 10. 8.cm. 11. a) 4 cni; b) 
| triunghiul ADC este isoscel, avind două unghiuri cu măsura de 30%; c) Da. Se 


| â = 57) 


Li 


construieşte triunghiul dreptunghic ABC, apoi mediatoarea segmentului [AC] 
intersectează paralela AD la BC în punctul D. 19. Paralela prin D la AB (spre 
exemplu) intersectează pe FF în M, iar paralela prin F la AB intersectează pe 
BC în N. Se demonstrează că ADMF = AFNC şi apoi din ME — EF — AD 
şi NC = BC — EF, rezultă relaţia cerută. 13. ABA'B' este un trapez, (ipoteză) 
şi [MB] este linie mijlocie (ipoteză) etc. 4,8, = CD, = 5cm. 14. Distanţele 


sint egale du isa D= 6 (em) și Asta = tem). 
34 (pag. 149) 4. CD—AB<EF<CD + AB, adică 5 < EF < 19. 
6. Seriemu: 2-3 b20 a, Eh in apoi mei doimpacă var iau), ape Lt a 


2 2 2 2 2 
7. Se folosesc inegalităţi între laturile unui triunghi. 8. XX B>AXA > XC, 
9. a <c=b.10. a) Celei mai mici laturi i se opune cel mai mic unghi. Unghiul P 
nu poate fi decit ascuţit; b) NP > MP > MN. 11. Dacă se notează cu b baza şi 
cu h înălţimea avem: a) b < 2h; b) b = 2h; c) b > 2h..12. Se ia un punct E inte- 
rior segmentului (DC) asttel ca [AB] [A E] şi se compară unghiurile DAE, DAC 
şi BAD. 13. În orice triunghi ABC avem AC > BC — AB. În cazul de faţă, AC > 
>2. AB—AB= AB. Dar şi BC=—2-AB > AB. Fiind cea mai „mică“ 
latură a triunghiului, i se opune unghiul „cel mai mii 14. Pe cea mai „mare“ 
dintre laturile [AB] și LAC]. 15. Fie ABC un triunghi şi M mijlocul laturii [BC]. 


"Trebuie de demonstrat că AM < ABE + AC . se consideră paralelogramul ABA'C 


unde A” este simetricul [lui A faţă de JM și se serie una dintre inegalităţile laturilor 
„în AABA?.... 16. a) Se compară triunghiurile MOM, şi MOM; b) Fie M” simetri- 
cul lui M față de bisectoare și Mi, M, picioarele perpendicularelor din M” pe [Oz, 
respectiv [0y. Din congruența A MOM, S AM'0M;, rezultă (MM, = M'M;). 
Rămin de comparat bazele unui trapez dreptunghic. 3 


Probleme recapitulative (pag. 153) 


1.20 cm. 2. Rezultă că AA BD este isoscel... . 3, Se demonstrează că AA BM 

3 A ACN. 4. n A ABC, presupunind că AB < AC, se găseşte pe (BC) poziţia 
unui punct D pentru care [AB] (AD). Se compară m(3- ABC) cu m(3I AMB) 
pentru diferite poziţii ale lui M şi se găseşte că M €(DC. b. Se demonstrează că 

A MBP= A NCQ. 6. Se demonstrează că au complemente congruente. 7. Nu! 
Argumentaţi de ce nu pot fi congruente triunghiurile ABM, AMN şi ANC. 8. 60%. 

9. Se demonstrează că ABM P= A CMQ. 10. Aceeaşi indicație ca la 9. 11. Se 
demonstrează că A AMP A BNQ. 13. Se demonstrează mai intii că triun- 
ghiul AMN este isoscel, apoi congruența unor triunghiuri, de exemplu, A ABW | 

A ACM sau A BMC = ACNB. Se aplică teorema! relativă la două drepte 

paralele intersectate de o secantă şi apoi, ținind seama de faptul că triunghiurile 
ABE şi ACF sint isoscele, se aplică în final cazul 1 de congruență a triunghiurili 
(LUL). 14. Se arată că din A ABM ZA CAN (LLL), rezultă X ABM S X CAN. 
Dacă AN ar fi paralelă cu BM, ar însemna că m(3 ABM) = m(3 BAC) + 
+ m(32 CAN) — (unghiurile alterne interne au măsurile egale). Adică, ar însemna 
că unghiul de la virtul triunghiului isoscel este un unghi nul!! 15. Afirmația nu mai 
rămine valabilă. Cind 3 BAN = X ACN, AN este paralelă cu BM. 16. Se de- 
monstrează că A BMCZE ACNB. 12. 54. 18. Se justifică de ce [04 LIOB. Tri- 
unghiul AOB este dreptunghic isoscel. Deci m(- A 50) — 45%. 19.a) m( MDA) = 


= 900 — 2 m (XE BAC), m (E NDA) = 90 — Am (E 4B0); b) Se arată că 


numai cind D este mijlocul laturii [BC] triunghiurile dreptunghice MBD şi NCD_ 
pot fi congruente. 20. a) Dacă m(3: BIC) ar fi de 90%, ar însemna că m(C ABC) + 
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+ m(X ACB) ar fi de 1805, ceea ce este absurd!; b) Dacă.m(3 BIC) ar fi mai 
mică de 90%, ar insemna că m(3 ABC) + m(3- ACB) ar fi mai mare de 180% şi 
deci ar rezulta că punctul A se găseşte în celălalt semiplan determinat de dreapta 
BC. 21. a), b). Rezultă imediat din congruenţe de triunghiuri. 22. a) 135 1b) 900 + 


a + -m(3 A) - 23. 75* şi 105%. 24. Sint congruente. 26. 755, 60%, 452. 27. m(XM)= 


= 900, m(32 C) = m(3E D) = 45%. 28. a) Se demonstrează că dreptele CM, SN, 
DP, 7Q sint drepte suport ale liniilor mijlocii din unele triunghiuri sau trapeze 
ce s-au format; b) 1 cm, 2 cm, 3 em. 29. m(X BMC) = m(3 ABM) + m(X A) + 
+ m(37 ACM) > m(3 A). 30. Unghiurile X/ şi N sint congruente. 31. a) 88 
840, 1402, 48%; b) 70%, 1209, 50%, 120%. 39. 5320”, 6040”, 120%. 33, a) 72%, 96”, 1202, 
720; b) 720, 422, 66%. 34. Evident. 35, 40%, 60%, 1202, 140%. 36. a) Patrulaterul BCED 
este paralelogram şi rezultă că [DE] (BC) [AB] S(AD]; b) Se arată că A ACD 
este triunghi isoscel, m(3CECD) = 45% ce) Din m(3- BCD) = m(X BCA) — 
— m(3% DCA), rezultă că m BCD) = 15 şi apoi din BCD EDC (alterne 
interne) şi din m(33 ADE) = m(3E ADO) — m(3C EDC), rezultă că m(X ADE) = 
= 30%. Congruenţa A DAE A ABD este evidentă (LUL). 37. 0,0, = 
38. Din (FA FO][0C] şi FO = AC = ED = 6 cm, rezultă FC = 9 em. 
39. Se demonstrează că A APN = A MON. 40 Se demonstrează că bisectoarele a 
două unghiuri alăturate ale unui paralelogram sint perpendiculare. 41. Se demon- 
strează că AMDN este un dreptunghi în care o diagonală formează cu latura un 
unghi cu măsura de 45%, 42. a) Rozultă din A BOX SAMDN; b) m MNB)= 
= 602; e) echilateral. 43. AN = 10 cm. 44. Avind toate laturile congruente, patru- 
laterul este romb, deci m(3 A) + m( B) = 180. Cum XA B, rezultă 
căi m(3E A) = m(3 B) = 90%. 45. Congrucnţa a două unghiuri opuse (3 AS XC) 
nu conţine nici 0 informaţie suplimentară faţă de congruenţa tuturor laturilor, 
deci patrulaterul este un romb oarecare. 46. a) Congruenţa segmentelor [CE] şi 
[BG] vezultă din congruenţa triunghiurilor AFC şi ABG, iar perpendicularitatea 
lor din faptul că unghiul dintre ele este cel de-al patrulea unghi al unui patrulater 
în care două unghiuri opuse sint suplementare şi un al treilea este drept; b) se „com- 
plotenză“ paralelogramul care are „ca jumătate“ triunghiul ABC (ABLC). Se 
demonstrează că X ACL = X EAG şi apoi că A ACL = A GAE, de unde rezultă 
că XCAL = X AGE. Se arată că unghiul ascuţit dintre dreptele LA şi AG este 
complementar cu unghiul CAL şi deci şi cu unghiul AGE. Este evident că LA_LEG. 
47. a) Se demonstrează că A AEF = A EHG (LUL), rezultă X EAF = X HEG. 
Cum AE_ HE, înseamnă că și AF L EG; b) Rezultă din congruența A ADF, 
A EFG. 48. Se demonstrează congruenţa A ABC A AFH. 49. Din A BMC 

A BPĂ; b) m(X7 BA P) = m(X BCM) = 15 şi m(X PAC) = m(3- MCA) 
45%; 6) m(33 SAT) = 30. 50. Triunghiul AMY este echilateral și A AMN 
A DAC, deci m(XZ ACB) = 60. 
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